Olimpiada de Matematica —etapa locala- Galati

23 februarie 2014
Clasaa Xl-a
5 ) . 3 (471 600) |
Problema 1. Si se determine matricea A e M, (R) pentru care A° = 5 o N tr(A)=9.

(S-a notat cu tr (X ) suma elementelor de pe diagonala principala a matricei X, X € M, (R).

G.M. nr.12/2013

Problema selectati de Alina Tepes, profesor, Galati

Problema 2. Fie ne N".
(n-(n+1)-(n+2)-(n+3))< 2.

a) Si se demonstreze cd 1< |Ognz+3n+1

b) Sa se calculeze Iim{lognz n-(n+1)-(n+2)-(n+3)}.

00 +3n+1

(s-anotat cu {a} partea fractionara a numarului real a).

Problemi selectati de Viorica Bujor, profesor, Galati

. o ay
Problema 3. Fie sirul de numere reale (&, ) ., definit prin & =1sia,, = Tina’ n>1.

Al a, ag a,

. .. 1 (1 2 3 n
Sa se calculeze lim = —4+ —+—+...+— |.
n—oo N

G.M. nr. 5/2013

Problemai selecati de Viorica Bujor, profesor, Galati

Problema 4.
a) Dacadexista k>2, keN si Ak =0,, atunci A? =0,, unde Ae M,(C).
b) Sise determine ne N astfel incat f : M, (C) - M,(C), f(x)=x" si fie o functie

surjectiva.

Constantin Ursu, profesor, Galati
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Clasa a XI-a

Barem de evaluare

Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda

punctajul maxim corespunzitor.

Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru

rezolvari partiale, in limitele punctajului indicat in barem.

Nr. Solutie, rezolvare Punctaj
problemej
det(A%)=216; 2p
det(A%)=(det A)’ =6 = det A=6;
Teorema Hamilton—Cayley: A* —tr(A)-A+detA-1, = 0,,(V) Ae My (R); 3p
A?—9.A+6-1,=0,=>A =947 —6-A=75-A-54- 1, =>75- A= A*+54. 1, =
471 600) (54 O 525 600 7 8 2p
75-A= + =75-A= = A= .
75 96 0 54 75 150 1 2
I<log, (n-(n+1):(n+2)-(n+3))<2e 3p
r12+3n+1<n'(n+1)'(n+2)~(n+3)<(112+3n+1)2 (1)
ObservéndCén'(n+1)~(n+2)~(n+3)=(n2+3n+1)2—1:
inegalitatea (1)este adevarata.
Din a) rezulta ca 2p
{log .. n-(n+1):(n+2)-(n+3)}=log . n-(n+1)-(n+2)-(n+3)-1=
log ., [(n2 +3n+1)’ —1} 1
2p
Notand n2+3n+1=m—>oo,obtinem:
2
n™ —1 lnm+ln(l—12j
. 2 1)\ _ T m T m _
iliri[logm(m 1) 1}-&1{}2 o —lgli - =1.
2p
Ay TN ! —izn,n>1,
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a) Daca A" =0, = (det A)* =0 = det A=0. Dupd Hamilton-Cayley avem
A’—a-A+detA-1,=0, - A® = @A . Se aratd prin inductie matematica ca
Ak =/ A. Din A* =0, rezultd cd @ =0 sau A =0, si in fiecare caz

A*=0,




b) f(x)=x, f: M(C) > M,(C) este surjectiva.
Presupunem prin reducere la absurd ca:

fiM(C) > M,(C), f(x)=x", cu n=2 ar fi surjectiva. Deci

-1
pentru Ae M,(C) cu A:( - j exista X € M,(C) astfel incat

X"=A=> X" =A’=0,.
Dacd X*" =0, rezultdcd X’ =0,.Daci

X*=0,= X" =0, = A=0,, contradictie. Deci raspunsul este n=1.

3p




