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Subiectele — clasa a XII-a

Problema 1.
Determinati functiile continue f :[0,1] — [0,00) care verifica relatia

/01f<$)dx~/01f2($)dx-..../Olfzozo(x)dx: </01f2021(x)dx)1010‘

Solutie: Daca f: [0,1] — [0, 00) este o functie constanta, cu f(x) = ¢ pentru orice
z € [0, 1], atunci

/ f(z)dz - / f2 ) /1f2020(55) di = ¢ 2. ... (2020 _ 20211010 _

0

= (7)™ = ( / 1 f2°21(x))

Fie f : [0,1] — [0, 00) o functie continua oarecare. Conform inegalitatii lui Holder,
pentru orice k£ € N* avem

([ dx)ki“(/ )= [

1010

................................................................................ 2p
de unde rezulta ca
k41

cu egalitate daca i numai daca f este o funclgle constanta. .................... 1p

1 k
Notand a; = <f () dx) , rezulti atunci ci

0

1 2
ap > Qp_q ( fF(x) dx) , pentru orice k € N*
0

................................................................................ 1p

Atunci



cu egalitate daca si numai daca f este o functie constanta. ..................... 2p
Pentru n = 2020, o functie care verifica egalitatea din enunt, este o functie constanta.
Prin urmare, functiile care verifica proprietatea din enunt, sunt functiile constante.

Problema 2.

Sa se determine inelele nenule finite, cu unitate, in care suma tuturor elementelor
este un element inversabil.

Solutie: Fie (A,+,-) un inel nenul unitar finit cu proprietatea ca suma tuturor
elementelor sale este un element inversabil u € U(A).

Deoarece functia f: A — A, f(z) = —z, este bijectiva, notand 2 =1 + 1, avem
2~u:u+u:2x+2(—x) :Z(a:+(—x)) =0.
€A €A z€EA
................................................................................ 3p
Atunci 2 =2-u-u"! =0, astfel c& a +a = 2 - a = 0 pentru orice element a € A.
................................................................................ 1p

Dam doua variante de continuare - punctajele nu se cumuleaza

var. 1

Inelul A fiind nenul, exista un numar natural nenul n si o multime de elemente
{a1,as,...,a,} C A cu proprietatile

a; #0, apy € A\ Ay, pentru orice k = 1,n — 1,

unde Ay = {> x| B C{a,an, ... ap}b} oo 1p
Pentru fiecare element a € A exista atunci o submultime unica M, C {ay,as, ..., a,},

cu proprietatea ca

rEM,
................................................................................ 1p
Atunci |A] = 2" i
O#uzZazQ” 1Zak,
acA k=1
astfel can =1, [A] =281 A Do oo 1p
var.2
Cu teorema lui Cauchy rezulta atunci ca exista n € N* astfel incat |A| = 2".
................................................................................ 1p

Definim pe A relatia
xwy—d—e—];x:ysaux—i-l:y.
Aceasta relatie este o relatie de echivalenta, astfel ca A se partitioneaza in 2"~ ! clase

de echivalenta de forma {@, 1+ x}. ... 1p
Considerand un sistem R de reprezentanti ai claselor de echivalenta, avem:

O#u:Za:Z(:c—i—1+x)221:2"’1&.
acA zER TER

Rezulta can =1, |[A| =281 A Zo. oo oo 1p
in concluzie:
Singurul inel care verifica conditia din enunt este Z,.

Problema 3.

Fiea € N, a > 2. Sa se arate ca
a) Ezista un numar n € N*\ {1}, care nu este prim, astfel incat a™ =1 (mod n).



b) Daca p este cel mai mic numar din N*\ {1} pentru care a®? =1 (mod p), atunci
p este prim.
c¢) Nu ezista numere n € N*\ {1} pentru care 2" =1 (mod n).

a
Solutie: a) Fie d > 1 un divizor al numarului a—1 si ¢ = — Daca n = d?, atunci
n nu este prim si

a"=(1+qd)"=1+ngd+ Md*=1 (modn).

................................................................................ 1p
b) Fie p cel mai mic numar natural, cu p > 1 gi a® = 1 (mod p). Rezulta ca
(a,p) =1 si G este un element inversabil al inelului Z,. ..................... ... 1p
In grupul multiplicativ U(Z,) avem atunci ca a? = 1 = a*®) si ord(a)|(p, ¢(p)).

................................................................................ 1p

a’=1+Mp=1 (modq),

ceea ce contrazice minimalitatea lui p....... ... ... ... 1p
Daca ord(a) = 1, atunci a = 1 (mod p), de unde a =1 (mod ¢) si a? =1 (mod q)
pentru orice divizor ¢ > 1 al lui p. Minimalitatea lui p implica deci ca p nu are
divizori proprii ¢ > 1, deci p este prim............... 1p
¢) Daca ar existan € N;n > 1, cu 2" =1 (mod n), fie p cel mai mic numar natural
cup>1gi2" =1 (mod p). Proprietatea de minimalitate a lui p implica ca in
grupul U(Z,) ord(2) = 1, adica

2=1 (mod p),

ceea ce este absurd. Rezulta ca nu exista numere naturale n, cu n > 1, astfel incat
2" =1 (MO M. o 2p

Problema 4.
Fie f :[0,1] — [0,1] o functie continua si bijectiva, cu proprietatea ca f(0) = 0.
Aratati ca pentru orice o > 0 are loc inegalitatea

(a+2)-/0 2 (f(z)+ [ (z)) de < 2.

Solutie: Functia f fiind continua si bijectiva este strict monotona, gi cum f(0) = 0,
rezulta ca f(1) =1 si f este strict crescatoare. ..., 1p
Conform inegalitatii lui Young, avem

/ f(t)dt +/ fHt)dt > 2? , pentru orice x € [0, 1],
0 0

cu egalitate daca si numai daca f(x) =x. ... 2p
Inegalitatea de mai sus se mai scrie

/w (fO) + fH (@) —2t) dt >0 pentru orice z € [0, 1].
0

Fie G : [0,1] — R functia definitd prin G(z) = [ (f(t) + f~*(t) — 2t) dt. Atunci
G(1) = G(0) =0, G(z) > 0 pentru orice x € [0, 1], G este derivabila i pentru orice
a > 0 avem

/01 2 (f(z) + f(2)) dz = 2/01 gotl dx—i—/olxa (f(x) + £ () — 22) da =



_05—0—2 a+2 a0

_ 2 +/01 G (x) dx = 2 lim (G(l)—G(a)-aa—/ala-x”lG(x) dx> <

Rezulta ca



