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SOLUTII

1. Construim mii loacele laturi lor poligonului 44...4rr, apoi gtergem poligonul. Se poate
reconstrui pol igonul cunosc6nd doar aceste rni j loace? Dar dacd pornim de la un poligon cu
2012 latr"rri?

Rezolvare
Prezentdm rezolvarea generalI a problemei.
Se dist ing doud cazuri,  pentru poligoane cu 2n, + 1 laturi,  respectiv cu 2n laturi.
L  Dacd &11a2t . . . te ,2, t+t  sunt  a f ixe le vAr fur i lor  po l igonulu i  cu 2n *1 la tur i ,  a tunc i  a f ' jxe le

mi j loacelor  la tur i lor  sunt  t r t :
0 1 + a 2

n  - L n

1 t 1 . . ) , - . :  
- 7 " ' l  " l  ( * ) .

z t t f t  n  \

L

intrebarea se poate reformula in modul urnndtor: dacd se cunosc doar numerele complexe
l n t i t n , , ) . , . . . , 1 r , 2 , ,+ t ,  se  po t  de te rm ina  oa re  i r r  mod  un i c  numere le  comp lexe  a1 te2 t . . , 1a2 , , . a1  .

Pornind de la egali tal i le (*), se oblirr pe rAnd urmitoarele egali tAl i :
& 2 : ' L ? n t - a r ;

a, , ,  :2 ln,  -  Q2 :2^,  -  2m, *  a,

a, :2tn., - a:r : )rtu:t 2m, * 2tn, - ar.

Se denronstreazd prin indr-rclie cd

a, ,  :  2rn^. - ,  *  2rn, , - ,  + . . .  + 2 ( -  1)*  m, ,  + ( -  1)r '  a ,  V k e 
{ t ,  

2 ,  . . . ,2n + l }  .

Dec i  e ,2 , ,+ t : 2 rn r , ,  - 21n , r , ,  
,  + . . . -  2m,  i a ,  g i  avAnd  i n  vede re  u l t ima  ega l i t a te  d in  ( * )  aven r

Q ' 2 t , + | : 2 1 T L z , , . + l - 0 , l 9 2 a , : 2 m ' , , , * , _ 2 * , , , ' * 2 m , , . , * , . ' * 2 m , >

a t : r r L t - m r * n 1 . , * n L 4  + . . . + 1 f l 2 , , + 1  . D g o a r e c e  a 2  1  a 3 ,  . . . ,  a 2 , . + 1  d e p i n d  i n  m o d  u n i c  d e  a ,

rezultd c[ in acest caz se poate construi pol igonul cunoscdnd doar mij loacele laturi lor.
I I .  PentrLr poligonLrl cu 2n, laturi,  pornirrd la fel se obline

Q , " : z r n . - Q .

a , , : 2 m ,  , - 2 r n , , ,  * . . . * 2 ( - i ) *  m ,  l \ - l ) '  ' o , .

D e c i  e , r , , : 2 u t , r , , , - 2 t n r . , . , r + . . . + 2 t n , - a , ,  g i  e r , , . : 2 n l r , , - a , .  S c d z d L r d  c e l e  d o u a  e g a l i t a t i  s e
ob l ine  rn ,2n  - r r ,z , , - r  t . . . - t . r l , t :0 ,  cons t ruc l ia  f i ind  pos ib i la  numai  dacd es te  va lab i ld  aceas td
egal i tate (egal i tatea este valabi l [ ,  dacd numerele complexe sunt af ixele mi j loacelor latLrr i lor
LrrrLr i  pol igorr) .  ln f inal  in acest caz pol igonul nu se poate consrui  in mod unic,  dardacd alegern



Lln nLlmar conlplex oarecare o,r , atLn'lci existd un singur poligon cu 2n laturi, pentrlt care
numerele complexe rn1) m2 r . . . ,  Tt,2, sunt afixele mij loacelor laturi lor.

2. Ar5ta{i cd nurnirul cifrelor inbazazece a numdrului 2'ot '  este mai mare decAt 600.

Rezolvare

Dacd, ,n este numdrul cifrelor l l l i  22(r1:j ,  atunci 10" 1 < 22or;\ ayg,
n , - 1 / - 2 0 1 3 1 g 2 < n
Vom ardta cn 20131g2 > 000.

2 0 1 3 i g 2  >  2 0 0 0 1 g 2 > 6 0 0

ult irna inegali tate este echivalentd cu lg2;+ e 2>ro* <+ 2'u;1g" e t024rroot1 ,- 1 0

i rregal itate adevdrat[.

3 .  F i e  n ) 3  u n n u m S r n a t u r a l  f i x a t , g i  € : c o s T * r . i n 4 . A r a t a l i  c d p e n t r u o r i c e n u m d r  o e  C

, " '  t . *  

n

,, la, - re^ l
gi orice nuntdr r € iR, r > 0 suma s : t# este un num6rintreg!

h-1  le l  + r '

Rezolvare

Eviclerrt r,, : |."o. T * ,u,,rZl : 1 + €,, :r.
\  7 7 ,  n )

Se fblosesc proprietdli le, Irl '  
: ,2, ,, + yr/ : :cZ * y7t, Vz € C, Vr,g € IR.

, ,  ln  -  , ' " '  l '  1  t l

-9  :  i l l , , ' '  |  :  -= l - f f "  - , r ' \ (o -  * ' )  :  - - - ] -11 , - ' r ' )  (a  -  r ; ' \ ,-  |  l z  ,  I  t z  , L - r \  / \  I  I  1 2  
" ?  

\  / \  
-  

I, - '  
l o l  I r '  l r l  * r '  r = L  

l r l  * r '  r , : t

1 T L+s: -J  ; !u* r2_  ra€ '  - ,ae , , ) : -= l [ l " l ' * " , . ) -  # - f , , -  #  " le ,I  f  ) -
l a , l  +  r "  I - l
| | lol I r '  t,:t \ / 

la.l + r' t:t 
lr l * r '  t. t

P r i m a s u m d  * L ,  I [ l " l '  + " ' l  :  n , i a r t r ' '  :  e  + e 2 + . . . + r '  :  
t ( 1 " , t )  

:  0 ,  t a f e l
l r l  * r ' r : t r  /  I : : t  t - t

u l t i rna sumd este r ru l6 .  in  concluz ie S :  ,n  €Z .

4 .  Deterrn ina i i  funct r i i le  / 'Q - ' lR cu propr ie tatea cd xyf  ( "+u) :  ( r+ u) t ( r ) f  (a)  pentru or ice

r ,y  € (Q

Rezolvare

Perr t ru  .c  :  * !J . .  0  ob l inem - l ' . f  (O)  :  O de unde rezul ta  / (O)  :  O.



Dac6, t:,:y € IR' , atunci 'f ?;+u) * /("') '4!
:r *'ll r lJ

r  / . . )
Notam c(.") :  + ,rezulrd t( ,r :  + y):  ! t(n)r(r) ,  V:r, ,17 € e-

Sedemonstreazdpr in  indLrc l ie  c i t  g(" , . " )  :  (n(" , ) ) '  Vn,  e  N. ,  Vr ;  €  e-

Dac i  r y ( t )  :  
"  ,  a tunc i  O( " ) :11 " ,  V r? ,  €  N*

, ,  : , t  [ , ,  I l  - f o [ l  l l '  . o , , €N ' . dec i  . , ) 0  , i  o f l l  : " *
|  , , J  I  t , , ,1 .1  l , , J

,Ial : ol,,, l ] - fr lt l l  : ,, ' i ,  . y,t,,r, € N
[ r i )  |  , , J  l l n ) )

D e c i  , ( , ' ) :  a '  V . r  €  Q " ,

r , ( - , , ) :  g( , , ( - t ) )  :  (n( - t ) ) "  .  vn € N.

n ( t )  : t ( z + ( - t ) )  : o ( z ) t ( - t )  , d e c i  a : o ' n ( - r )

A s t f ' e l  c l a c d , : 0  ,  a r l ' c i  ! l ( r , ) : 0  ,  V r  e  e -  $ i  J ( * ) : 0  ,  V r  e  e

I a r d a c d  n ) 0 , a t u n c i  g ( - r )  : : : o ' , c l e c i  n ( - " ) : 1 1  
' i t ,  V n € N -

t ' :'[ ' ' l-;J] 
: 
['l ;J] ' vr € N.' deci '[+J : o-]

, ,1-t l :  , ,1,, ,  t-  r l l  : fJ- l  l i  :  , ,  :  v,, , ,n e N
I  r r )  (  t  , r ) )  |  t  n ) )

D e c i  . , 1 ( r , )  :  t r , " ' , Y : L e  Q ^  l i  f  ( ' t ) : : r ) a " '  , Y n e  Q , u n d e a > 0


