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CLASA A XII-A

Problema 1.
Calculati 'E(e‘/; Loyt )dx ;

Problema 2.

: : 6 2 . :
Se considera matricea 4 = (3 lj si multimea M = {X €M, (R) |det X = det(A + X) = O} :

a) Determinati doua multimi K si L, parti stabile ale monoidului (%Z(R),-), astfel 1ncat

KwL =M.
b) Este M stabila in raport cu inmultirea matricelor?

Problema 3.
Consideram o functie f:[0,27]— R continud, descrescatoare, astfel incat f()=0 si fie F

o primitiva a sa. Demonstrati ca
27
L F(x)cosxdx<0.

Problema 4.
Spunem ca un grup finit (G,) cu n elemente este bun daca indeplineste conditiile: (i) 7 nu

este divizibil cu 4 si (ii) exista doua elemente distincte a si b ale lui G, diferite de elementul neutru e
al grupului, astfel Incat a’=b*=e.

a) Dati un exemplu de grup bun.

b) Daci existd un grup bun cu n elemente, aratati ca n =4k +2, unde ke N "

¢) Demonstrati cd un grup bun nu poate fi abelian.
Gazeta Matematica 11/2015 (Supliment)

Timp de lucru: 3 ore.
Fiecare problemd este notatd cu 7 puncte.
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CLASA A XII-A

Problema 1.
Calculati E (e‘/; +elr ot )dx .

Solutie si barem

Notam 7, = ﬂe'\'/; dr,ne N (facem conventia 4/x =x). Cu schimbarea de variabila ¢ = el

obtinem ca /, = frzln”_1 tde. (2p)

... ‘rt(n_l)lnn-Zz.%dt]=n(e—]n_1),VnZ2.

Integrand prin parti, deducem ca /, = n(f In""¢

Inplus, 1, = ﬂexdx=e—1. (3p)
Folosind relatia gasita, I, + I, + 1, =4e+ 1, —31; =—-5e+101, =15¢ —201, =5(4—¢). (2p)

Problema 2.
6 2
Se considera matricea 4 = (3 1) si multimea M = {X e, (R)|det X = det(A +X)= 0} .

a) Determinati doud multimi K si L, parti stabile ale monoidului (%Z(R),-), astfel 1ncat

Kul.=M.
b) Este M stabila in raport cu inmultirea matricelor?

Solutie si barem

ax x
ay 'y
Atunci det(A+X)=(ax+6)(y+1)—(ay+3)(x+2)=(a-3)(x-2y) si, din det(A+X)=0, dedu-

cemcd a=3 sau x=2y.(3p)

o 3% % . 2ay 2y . ) )
Multimile K = g |x,yeR}; st L= |a,y € R} indeplinesc cerintele pro-
y ¥ y

a) Conditia det X =0 aratd ca o matrice din M are forma X :( ], unde a,x,yeR.

ay
blemei. (2p)
1
b) M nu este stabila in raport cu inmultirea matricelor: de exemplu, X :[6 2) eKcM,

4 2 14 7
¥ = eLcM,insd XY = ¢ M. (2p)
2 1 28 14
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Problema 3.
Consideram o functie f: [O, 27:] — R continua, descrescatoare, astfel incat f (7r) =0 sifie Fo
primitiva a sa. Demonstrati ca

LZ”F(x)cosxde 0.
Solutie §i barem
Observam ca [ = LZ”F(x)cosxdx = LMF(x)(sin x)' dx = F(x)sinx

:—Lz”f(x)sinxdx. (3p)
Daca x €[0,7], atunci f(x)> f(7)=0,iar dacd x €[7,27], atunci f(x)< f(7)=0.(2p)

o Eﬂf(x)sinxdx =

%
Rezultd ca [ = —Ef (x)sinx dx - J‘ £ (x)sinxdx <0, unde am tinut seama de semnul comun

al functiilor f'si sin pe fiecare dintre intervalele [0,7] si [7,27]. (2p)

Problema 4.

Spunem ca un grup finit (G,-) cu n elemente este bun daca indeplineste conditiile: (i) » nu
este divizibil cu 4 si (ii) existd doud elemente distincte a i b ale lui G, diferite de elementul neutru e al
grupului, astfel incat a* =b* =e.

a) Dati un exemplu de grup bun.

b) Daca existd un grup bun cu # elemente, ardtati ¢cd n =4k +2, unde ke N".

¢) Demonstrati ca un grup bun nu poate fi abelian.
Gazeta Matematicda 11/2015 (Supliment)

Solutie si barem

a) De exemplu, grupul (S;,-) al permutarilor de ordin 3 este grup bun: |S;|=6 /4, iar
transpozitiile (in numar de trei) sunt elemente de ordin 2 ale acestui grup. (2p)

b) Cum G contine elemente de ordin 2, din teorema lui Lagrange rezultd ca G este de ordin par.
Pe de alta parte, » nu este divizibil cu 4 si atunci existd k € N” astfel incat n =4k +2. (1p)

¢) Daca, prin absurd, ab = ba, ar rezultacd H = {e,a,b,ab} este subgrup al lui G. (3p)

Cum H este subgrup de ordin 4 al lui G, este contrazisa teorema lui Lagrange. (1p)

Noti: Orice altd solutie corectd sau demers de rezolvare corect se vor puncta corespunzator.
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