OLIMPIADA DE MATEMATICA
Faza locala
Brasov, 28 februarie 2015

Clasa a VI-a

1. Fie a si b numere naturale nenule.
(a) Daca 7|(2a + 5b), aratati ca 7|(5a + 20b).
(b) Daca 7|(5a + 2b), iar a = 2° + 21 + 22 + ... 4+ 22012 ardtati cd b se divide prin 7.
(c) Aflati numerele naturale nenule a si b pentru care 5a + 2b este egal ce cel mai
mare numar de doua cifre divizibil cu 7 si 5.

Dorina Bocu

2. (a) Sa se scrie numarul natural 12 ca diferenta de patrate perfecte de numere
naturale nenule.

(b) S& se atate ca numarul A =24 2271 4+ 12.2272 4 6.223 > 2 n € N se
poate scrie ca suma a doua diferente de patrate perfecte de numere naturale
nenule.

Emanuel Munteanu

3. Un rau curge in linie dreapta, trecand prin localitatile Ay, As, As, ..., Asg14, Aso1s,
astfel incat A; A3 = 24,1 Ay, Aj Ay = 2A1 A3, AjAs = 2A1 Ay, ..., A1Asg1s = 2A1 Aspry.
Un drum drept, ce trece peste podul din oragul Asg14, leaga doua orage B si C', situate
de o parte si de alta a raului, egal departate de pod.

(a) Daca distanta dintre localitatile A; si Ay este de 2 km, aflati distanta dintre

A4 §1 Ag.
(b) Comparati distanta dintre B si A; cu distanta dintre C' gi Asgys.

Dorina Rapcea

4. Fie ay,as,as, ..., asp13 numere naturale nenule. Aratati ca numarul

A = 2014 (@1 +az)(az+a3)...(az013+a1) _ g
are cel putin trei divizori diferiti de 1.
Gazeta Matematica 6-7-8/2014.

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect valoreaza 7 puncte.
Timp de lucru 2 ore.



Clasa a VI-a

1. Fie a si b numere naturale nenule.

(a) Daca 7|(2a + 5b), ardtati ca 7|(5a + 2b).

(b) Daca 7|(5a + 2b), iar a = 2° 4+ 21 4+ 22 4 ... 4+ 22912 qratati ca b se divide prin 7.

(c) Aflati numerele naturale nenule a §i b pentru care 5a + 2b este egal ce cel mai mare numar de doud
cifre divizibil cu 7 i 5.

Solutie.

(a) Din ipotezd, 7|(2a + 5b). Dar, 7|(7a + 7b), deci 7 va divide si diferenta celor dou&d numere, adica
7|(5a + 2b). (2p)

(b) a contine 2013 termeni care se pot grupa 3 cate 3.

a (1+2+22)+23-(1+2+22)+...+2201°-(1+2+22)

7. (1 £ 4+ 22010>E7.

Deci 7|a, dar 7|(5a + 2b), rezulta 7|2b si 7|b. (2p)

(c) 5a4+2b=70 = 5a =2 (35— b) = a = 259 ¢ N* — (35— b)'5 = b € {5;10;15;20; 25; 30}
= (a,b) € {(12,5); (10,10); (8, 15); (6, 20); (4,25); (2, 30)}. (2p)

ot

2.

(a) Sa se scrie numdrul natural 12 ca diferenta de patrate perfecte de numere naturale nenule.

(b) Sd se atate cd numdrul A = 242?771 412.22n%2 1 6.22n=3 5 > 2 n € N se poate scrie ca suma a
doa diferente de patrate perfecte de numere naturale nenule.

Solutie.

(a) 12=4-3=4-(4—1)=4%—-4=4%-22 (2p)

(b)

24 . 2277,71 — 3 . 23 . 22?7,71 — (4 _ 1) . 22n+2 — 22 . 22n+2 _ 22n+2
2 2
- )

12 . 22n+2 — 3 . 22 . 22Tl+2 — (4 _ 1) . 22n+4 — 22 . 221’L+4 _ 22n+4
A\ 2 2
(2n+3> _ (2n+2) ’

2 2
6.22773 = 3.2.9273 — (4 _1).92n "2 = (2") - (2”—1) . (3p)

Rezultd A = (2"“‘3)2 — (2"+1)2 + (2”)2 — (2”_1>2. (2p)

3. Un rdau curge in linie dreaptd, trecand prin localitatile Ay, As, As, ..., Asora, Aso1s, astfel incat
AyAz = 2A1 A, AyAy = 2A1 A, A1As = 2A1 Ay, ..., A1 Agg1s = 2A1 Ag014.

Un drum drept, ce trece peste podul din orasul Asoi4, leagd doud orase B si C, situate de o parte si de
alta a raului, egal departate de pod.

(a) Daca distanta dintre localitatile Ay gi As este de 2 km, aflati distanta dintre Ay $i Asg.

(b) Comparati distanta dintre B si Ay cu distanta dintre C' gi Asors.

Solutie.

(a)

A1A; = 2km

A1As = 24,45 =2 2km = 4km,

A1Ay = 2A;A3 =2 4km = 8km,

AjAs = 2A;A; =2 8km = 16km,

AjAg = 32km,  A;A; =64km,  A;Ag = 128km.(2p)



Atunci, AgAg = A1 Ag — A1 Ay = 128km — 8km = 120km. (1p)
(b) %ﬂ\nd ca A1 Agois = 2A1A2014 = A1Az014 = Ag014A2015. Dar, BAxg1y = CAgo14 si A1 A58 =
CA2014A2014. Rezulté (LUL) AA1A2015B = ACA2014A2014 — BAl = CA2015.

4. Fie a1,a9,as, ..., as013 numere naturale nenule. Ardtafi cd numdrul

A= 2014(a1+a2)(a2+a3)...(a2013+a1) 6

are cel putin trei divizori diferiti de 1.

Solutie.

Din 2013 numere naturale, exista cel putin doué care au aceeasi paritate. (1p)

Deci, in produsul (a; + ag)(as + as)...(a2013 + a1) existd cel pugin un factor par, deci (a1 + az)(az +
as)...(az2013 + a1) = par. (2p)

U(2014%7) = U(2014%)P = (..6)" = ..6 = U(A) = 0 = A:2,5,10, deci A are cel putin 3 divizori
diferiti de 1.



