OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA
SUCEAVA, 17 februarie 2024
BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA a X-a

1. (7p) Si se determine multimea numerelor x € R pentru care se verifici inegalitatea (v/x)* < xVx,

*k*k

Solutie:
Cum vx € R, daci si numai daci 0 < x, iar 0° nu are semnificatie matematici, multimea ciutati
este inclusd in (0,00).
Utiliz&nd logaritmul natural, inegalitate este echivalenta cu
In(Vx)* < In(x¥%) sau cu xInvx < (Vx)Inx.
De asemenea, ultima inegalitate se echivaleaza cu
glnx < (Wx)Inx sau cu (vx)Inx < 2inx.
Se impune tratarea ultimei inegalitati pe cazuri:
Cum {1} este submultime a multimii solicitate de enunt, se mai analizeaza:
Cazul x € (0,1), care conduce vx >2.
Cazul x € (1, ), care mai impune vx < 2sau x < 4.
Tn concluzie, raspunsul la exercitiu este x € [1,4].

Barem:

Stabilirea domeniului de referinta (0,00) si obtinerea unei inegalitati echivalente cu 2
(Vx)lnx < 2inx. P
Analiza celor doua cazuri, cate doua puncte pentru fiecare caz 4p
Finalizare 1p

2. Se considera functia f: R - R, f(x) = ¥10x — 3.
a) (3p) Sa se demonstreze ca f este functie inversabila.
b) (2p) Sa se determine inversa functiei f.
¢) (2p) Si se rezolve in R ecuatia x3 + 3 = 103/10x — 3.
Prelucrare, problema S:L.23.257, Gazeta Matematica B 10-2023, Flavius Nisipeanu

Solutie:
y3+3
™= astfel ca f(x) = y, argument necesar
si suficient pentru surjectivitatea functiei f, explicitata analitic in enung.
. . . 3+3 .. e e e e . . o
Cum solutia ecuatiei f(x) =y, x = % este unica, se asigura si injectivitatea functiei, astfel ca, f

a) Pentru oricare numar real y, existd un numar real x =

este functie inversabila.

b) Radacina unica a ecuatiei f(x) = y de la punctul precedent ofera si explicitarea functiei inverse
3

fERSR @) =52

c) Se observi ci ecuatia din enunt se scrie f(x) = f~1(x), care are multimea solutiior aceeasi cu

cea a solutiilor ecuatiei f(x) = x.

In adevar, din f(x) = x, V x € R, decurge f o f=1p, iar cu ipoteza f monoton strict crescatoare si

din f o f=1g, adica f = f~1, rezultd f(x) = x.



(altfel, f(x) > x implica f(f(x)) > f(x) > x si f(x) < x implica f(f(x)) < f(x) < x).
Atunci f(x) = x se echivaleazi cu x3 — 10x + 3 = 0, adica
x3—10x+3=x>-9%x—(x—3)=(x—3)(x?+3x — 1),

. . . .., . —3+V13
de unde se deduce multimea celor trei solutii ale ecuatiei: 3 si V13 :
Barem:
a) Fie ca utilizeaza caracterizarea algebrica a functiei bijective, fie ca trateaza si justifica
separat injectivitatea si surjectivitatea 2p
. . . 343
b) Indicarea inversei f"1: R - R, f1(x) = x1:)r . 2p
¢) Justificarea echivalentei f(x) = f1(x) © f(x) = x si obtinerea celor trei ridicini 3p

3. Se considerd numarul a € R\ {—1,0,1} si functia f: R - R, astfel ca
(fe ) =af(x)+(1—a®)x,Vx €R.

a) (3p) Sa se demonstreze ca f este functie injectiva.
b) (4p) Sa se rezolve ecuatia f(x) = 0.
Dan Popescu, Suceava

Solutie:

a) Daca f(u) = f(v), atunci
FePW=FeHWsiA-aHu=(fefHw) —af(w) = (feH(w) —af() = (1 —a*)v

adicau = v.

b) in enunt, luand x = £(0), rezultd £ (£ (£(0))) = af(f(0)) + (1 — a®)f(0) = a(af(0)) = f(0).

Tot in relatia enuntului, se aplica f si se deduce
f((FoHNW)=flaf(x)+ (1 —a*)x),VxER,
iar pentru x = 0, reiese ca f(f(f(0))) = f(af(0)) = £(0),

de unde x = 0 este singura solutie reald a ecuatiei f(x) = 0.

Barem

a) Daca f(u) = f(v), atunci f(f(w)) = f(f(v)). 1p
Concluziadin (1 — a®)u == (1 — a®)v, |a| # 1. 2p
b) Alegerea x = 0 si exprimarea numarului f(f(f(0))) in doud moduri. 2p
Finalizare cu solutia unicd x = 0. 2p

4. Pentru fiecare numar complex nenul z, se considera multimea
A(z) = {z° + z1 + z%+...+z"|n € N}.
a) (3p) Sa se determine multimile A(1), A(-1) si A(i).

b) (4p) Cate numere complexe z au proprietatea ca A(z) are exact 2024 elemente?
Vladimir Cerbu, Campulung Moldovenesc

Solutie:

a)Evident, A(z):{ 1,142, 1+2+22%, ..., 1+ 2+ 22

o2 L }
Pentru z=1, 2%+t + 2% +..+ 2" =1+n, adica A(1) = N".
1, pentrun par,

Pentru z=-1,z° + z' 4+ z2+...+2z" = {0 !
, pentru n impar.



Atunci A(-1)={1; 0}.

1, pentrun = 4k,

1+ i, pentrun =4k + 1,
i, pentrun =4k + 2,
0, pentrun =4k + 3.

Pentru z=i,z% +z' + z°+...+z" =
Astfel, A(i)={1,1+i,i, 0}.

b) Cum A(z) este finitd cu 2024 elemente, rezultd cd z # +1si

existdi r,sEN CU r+2<s(z# +1), astfel ca 1+z+z%+...+z5=1+z+z%+...+2", de

unde 14+ z+2z%2+--4+2z5"1=0.

Multiplicand cu cu 1—-z 0, se obtine z°7"=1, adica exista m € N,m > 3, astfel incat z" =1.

Fie my > 3 cel mai mic numar natural cu z™ =1.

Atunci 1+z2+2%+..42™1=0.

Se demonstreazd cd A(z) = {1,1+ 21+2+2%, . 1+ 24+ Zmo_l} si atunci ‘A(Z)‘ =mp.
Intr-adevar,  pentru n>my, grupand termenii cate m, , se
22+t + 2% +..+2" =1+ 2+2%+..+2" unde r este restul impértirii lui n la my .

0 0

Pentru 0<r<s<m, avem z S SR A

ceea ce contrazice minimalitate lui m ).

obtine

+2+2%+..+2" (contrar, se deduce 757" =1,

in concluzie, |A(z)| =2024 < z%%* =1si z* %1 pentru k € {1,2, ..., 2023} . Altfel spus, z

este radacina primitiva de ordinul 2024 a unitatii, iar numarul radacinilor primitive de ordin 2024 ale

unitdtii este ¢(2024), unde ¢ este indicatorul lui L. Euler.

Cum 2024 =2°.11-23, rezultd (p(2024) =2024 (1— %)(1—ij (1— ij =880.

11 23
Barem:
a) Se acord céte un punct pentru fiecare multime A(1), A(-1) si A(i). 3p
b) Justificare existentei numarului m € N, m > 3, astfel incat z" =1. 2p
Finalizarea cu utilizarea indicatorului Euler. 2p

Notd: Orice alta solutie corecta se va puncta corespunzator.



