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 XII . OSZTÁLY 

 

1.)  a) Az    halmazon értelmezzük a következő műveletet:  cba  az a legnagyobb 

természetes szám, amelyre létezik a, b, c oldalhosszúságú háromszög. Tanulmányozd 

a " "  művelet tulajdonságait (asszociatívitás, kommutativitás, semleges elem, 

szimmetrizálható elemek)! 

b) A  5,4,3,2,1H halmazon értelmezzük a következő műveletet:  cba* az a 

legkisebb természetes szám, amelyre létezik a, b, c oldalhosszúságú háromszög. 

Készítsd el a művelettáblát! 

2.)  Adott az  : , xf f x e x    függvény. 

a) Igazold, hogy az f függvény bijektív és számítsd ki az    1
'

1f   értékét! 

b) Ha  1

0 0x f  , mutasd ki, hogy a  ,G   egy Ábel-féle csoport, ahol 

 0/G x ,  és     1 2x y f f x f y   , ,x y G  ! 

3.)  Adott az    1arctg2664)(  ,: 223  xxxxxxfRRf  függvény. Határozd 

meg az f függvénynek azt az :F   primitív függvényét, amelynek a grafikus képe 

átmegy az A(1, 0) ponton!  

4.)  Határozd meg azt az :f   függvényt, amelyre  0 1f    és létezik :F   az 

f  primitív függvénye úgy, hogy     2sin ,F x f x x x    ! 

 

 

Megjegyzés:  

Minden feladat kötelező. 

Minden feladat 10 pontot ér. 

Munkaidő 3 óra.  
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1.) Din oficiu 1p 

a) Dacă există triunghi cu laturile a, b, c atunci cba  . Însă 
*Nc  este cel mai mare 

număr natural cu această proprietate, deci 1 bac , adică 1 baba  . 

2p 

Operaţia este asociativă, comutativă, elementul neutru este 
*1 Ne   2p 

1``  aaaa   implică 11`  aa , deci aa  2` . Însă 
*` Na , deci numai 

1a este simetrizabil  şi simetricul coincide cu 1. 

2p 

b) Dacă există triunghi cu laturile a, b, c  astfel încât c este cel mai mic număr natural cu 

această proprietate atunci cba  , deci 1 bac . 

1p 

Tabela operației: 

* 1 2 3 4 5 

1 1 2 3 4 5 

2 2 1 2 3 4 

3 3 2 1 2 3 

4 4 3 2 1 2 

5 5 4 3 2 1 
 

2p 

  

2.) Din oficiu 1p 

a) Din  ' 1 0,xf x e x      rezultă că f este strict crescătoare deci este injectivă 1p 

Cum funcţia f este continuă,  lim
x

f x


   și  lim
x

f x


  rezultă că este surjectivă 1p 

f  fiind bijectivă admite inversa 1f   şi avem    
 

'
1

0 '

0

1
f y

f x

  , unde  0 0f x y  
1p 

Cum  0 1f   avem    
 

'
1

'

1 1
1

0 2
f

f

    
1p 

b) Fie 0 0, ,x y G x x y x     și presupunând că 0x y x   avem 

          1 1

0 2 0 2 0x y x f f x f y f f x f y          de unde obținem 

  0f x    sau   0f y   de unde 0x x  sau 0y x  contradicție, deci 

0x y x x y G     , adică mulţimea G este parte stabile a mulțimii  față de  ” ” 

1p 

          1, , , 4 " "x y z G x y z x y z f f x f y f z           asociativă 1p 

    1, , 2 " "x y G x y y x f f x f y        comutativă 1p 

e G   astfel încât ,x e x x G    , 1 1

2
e f   
  

 
 element neutru 

1p 

',x G x G     astfel încât 'x x e  ,  
 

' 1 1

4
x f

f x


 

   
 

 element simetric 

Rezultă că  ,G   este un grup abelian 

1p 
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3.) Din oficiu 1p 

 
Cum   

'
2

4 3 2

2 1
arctg 1

2 3 2 2

x
x x

x x x x


  

   
 și 

 
'

4 3 2 3 22 3 2 2 4 6 6 2x x x x x x x         avem 

2p 

     dxxxxxxxF 1arctg2664)( 223 =

   
'

4 3 2 22 3 2 2 arctg 1x x x x x x dx         

1p 

=        dxxxxxxxx 121arctg2232 2234 = 2p 

=     Cxxxxxxxx  22234 1arctg2232  2p 

Deorece   FGA 0,1 , rezultă că 0)1( F , adică 0
4

2  C


, deci
2


C . Rezultă 

că    
2

1arctg2232)( 22234 
 xxxxxxxxxF . 

2p 

 

4.) Din oficiu 1p 

 Cum F este o primitive a funcţiei  f  rezultă că F este derivabilă și 

   ' ,F x f x x     

1p 

Înmulţind cu xe   relația     2sin ,F x f x x x     se obține 

      
'

2 2sin , sin ,x x x x xe F x e f x e x x e F x e x x              de unde 

  2sinx xe F x e x dx    

2p 

Utilizând metoda integrării prin părţi obținem: 

 2 2sin sin sin 2 2cos2
5

x
x x e

e x dx e x x x


      

2p 

Avem    2sin sin 2 2cos2
5

x
x x e

e F x e x x x


      de unde se obţine 

   2 1
sin sin 2 2cos2

5

xF x x x x e     

2p 

Din  0 1f   se obţine  0 1F   și 
3

5
   

1p 

Cum din ipoteză avem     2sin ,f x F x x x    , obţinem  

   
1

sin 2 2cos2 3 ,
5

xf x x x e x      

1p 

 


