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1. Fie Azfé i} € M1 (7).

a) Calculati A",ne N" .

b) Determinati X& M ,(Z) astfel incat AX=XA.
¢) Daca XZ{g i} € ,(Z) , determinati X™ neN".

2.Fie A, B,C € M_(R] cu proprietatea ca oricare doud dintre ele comuta.

a)Aratati ca A*+B*+C?— AB — BC — CA=(A+s B+ £2C) (A+ £?B+ =C), unde £ este 0

radacina complexa nereald de ordinul trei a unitatii.
b) Demonstrati ca det (A>+B*+C” — AB — BC — CA) = 0.

o 1 . . .
3. Fie sirul (xg) =1 , 2= Zligy{ ¥1® + &} .n=1 unde {x} reprezinta partea fractionara a lui x.

a) Calculati llm x,, .
=
b) Calculati Umm(x, — ).
= =

X2 +2X,

4. Consideram sirul (Xn) de numere reale definit prin: X ,, = ,N > 0.S3a se arate

n=0

ca pentru X, € [0,2] are limita finita. Determinati aceasta limita.

Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru 3 ore.

Fiecare subiect rezolvat corect se noteaza cu 7 puncte.
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BAREM DE NOTARE
1.a) Calculeaza A, A’

Xu Vel . 5 . . D % :
Presupunem A" ={ " }R) si demonstram prin inductie matematicd ca A" = {" %% Pt ﬂ';l ,
Ja A | wel  Apel

3" 4 (1) 3" —(-1)"
unde: Tpar = &y + E}rn.- Yasr T z'xn + Fa. = %, :#v Yn :# (2,5p)

2.0) X=(* 2} si AX=XA se obtine X=(% ij (1p)

2.¢) Se demonstreaza prin inductie matematica :

(et e la=Ed" (aebdt-(a-g3"Y

= "

a i *
ﬂﬁ*ﬁ?n'fﬁ_ﬂn ﬂﬁiﬂ'}n"lfﬁ-ﬂ'}n i: (3?.:] HEN . (295p)

2.a) Fie¢ ridicina complexi de ordin trei a unititii. Atunci £+ z+1=0, £=1 conduc la
s+ e=-1, £*= = (1p).

Desfacerea parantezelor din membrul drept si efectuarea calculelor, finalizare (2p)

2.b) det (A*+B*+C? — AB — BC — CA) = det(A+= B+ £2C) (A+ B+ £C) (1p) =

=det(A+e B+ &°C) (A+ s B+ &7 C) (Ip)=det(A+eB+ =°C) det( A+ aB+ &C)
(1p) =|det(A+a B+ &°C) [’ =0 (1p).

3.2) [Vt +k]-n, (¥) 1<k = n, astfel

(Ve +k}="r"+Ek-n (p)

1 Gl _L K
5= Dl + k- )= D (D)

K : k : . . . 1
it n = oy = i’ prin sumare si inmultire cu .

. ek ntl
se obtine: mﬂ L = T (p)
Se aplica criteriul clestelui si se obtine fliil.‘?r;l_xﬁ=§ (1p)

1 #1 1
3.b) nix,— 3 )= Ty —%Z{mn - ”T +



gk iye kol we K1 g
k=l maken o=R=1l, U 4 B—lImiveStktal 4

I

k* k* k*
—_— = —_— = —_—
Zn(vyn® +n+ n)* Zn(vVel+k+4 o) Zn(ye® 4+ 14 n)?

Prin sumare se obtine:

LT R Iy -

%
o . p— =
13m (VR s q)t ) k=l

KE o _Bind 1) (Zndl) (1p)
Il E kA ap® — 12m(vnE 214 al® p

Se aplica criteriul clestelui si se obtine lim m(x,, — i ):% (1p)
M=

4. Observam ca dacd X, =2 rezultd imediat X, =2,n>1, si 11_?1.':(,52 (1p).
PR

Dacda 0<x, <2  calculam diferenta

X2 —4x
X, — X, =% =%xn(xn —2)x, +2),n>0.(2p)
. X2 +2X 2.
Aratam prin inductie cd X, <2,n>1. In adevar x,, =— p < 2 22 2 :%:2,VX2 0.
(2p)
I° + 2l

Atunci X,,, — X, < 0,deci sirul este descrecator. Notand | = 111?1_.'%1}'.%” obtinem | = , de unde

| €{0,-2,2}. (1p) Cum 0 < x, <X, <2, rezulti | =0 .(1p)

Orice solutie corecta se puncteaza cu 7 puncte.



