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Nota: Orice altd rezolvare corectd se noteazd cu punctajul maxim corespunzator problemei.

PROBLEMA 1

76 49
Rezolvati ecuatia X* = , XeM, (R)
49 76

(Autor prof. Farcas Nicolae, Colegiul National ,, Silvania” Zalau)
Solutie

Deoarece X*-X =X -X?, avem:

X2 X = 76 49)(a b) (76a+49c 76b+49d
49 76)lc d) |49a+76c 49b+76d a=d a b
=9 =>X= 2 puncte
. x3[? b)\(76 49) (76a+49 49a+76b b=c b a
“lc dJl49 76) |76c+49d 49c+76d
a+b) +(a-b)" (a+h)' —(a-b)"
(a+b) +(a-b) (a+b) —(a-h)
Se aratd prin inductie cd X" = n2 ) n2 =l 3 puncte
a+b) —(a-b a+b) +(a-b
(a+b) —(a-b)  (a+b) +(a-h)
2 2
a+b)’ +(a-b)’ (a+b) -(a-b)
(a+b)
76 49
Pentru n=3 avem X°’= 32 , 32 ; :( j
(a+b) —(a-b) (a+b) +(a-b) 49 76
2 2
a+b)’+(a—b)’ =152 = = 4 1
Obtinem (ax )+( ) = a+b 5:> a=4 , deci X=| | 2 puncte
(a+b)’ —(a-b)’=98 (a-b=3 [b=1 14

PROBLEMA 2

Fie Ae MZ(C) cu tr(A) =1si det(A): 2. Demonstrati cd det(42 — I,) +
det(4% + I,) + det(A4? + 21,) = 12.
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(Selectata de prof. Haiduc Sorina, Colegiul Nagional ,, Simion Barnugiu” Simleu Silvaniei)

Solutie
Fie f,(x)=det(A-xl,)=x*—(TrA)x+det A, de unde rezultd
fa (x) =x? —x+2, polinomul caracteristic al matricei A............... 1 punct
A= A+21,=0, & A +21, = A (1) s 1 punct
Din (1) rezultd det(A”+21,)=det A=2 (2) .oovvociivrmrsissrnsssssessssssnssssssesssssees 1 punct
Folosind (1) rezulta A*+1,=A-1,, deunde obtinem
det(A*+1,)=det(A—1,)= f, (1) =2 (3)rirrmrrrirrisrrrssssie 2 puncte
Dar det(A’—1,)=det(A-1,)-det(A+1,) si det(A+1,)=f,(-1)=4 (4)
Din (3) si (4) obtinem det(Az— I2)=2-4=8 (£ R 1 punct
Din (2),(3) si (5) obfinem det(A*—1,)+det(A*+1,)+det( A’ +21,)=12................ 1 punct

PROBLEMA 3

Arétati ca sirul (a, )neN definit prin relatia a,,, +a, ; = J2- a,, N >1 este periodic (adica,
exista k e N astfel incat a,,, =a,, Vne N).
(propus de prof. Opris Adonia — Colegiul Tehnic ,,Alesandru Papiu Ilarian” Zalau)

Solutie
2 .2 2 .2
Ecuatia recurentei: tz—\ﬁt-l-l:() are radacinile nereale tlzgﬂg,tz:%—lg 2
puncte
V2 V2) (V2 N2Y
Tn acest caz termenul general are froma an:“l[?“? TB| TV | e 2 puncie

Aplicand formula lui Moivre, termenul general se scrie:
nz .. Nz nz .. Nz nr . . Nz
=q,| COS— +1Sin— |+ S| cosS— —isin— |=(a, + ff,)cOS— +i (e, — f,)Sin—.
o, =as 005" s |1 005" —isin " | (4 3)c0s " +i(y - 4)sn

wteeeeeee 2 puncte

Deducem ca &8 =& deci SITUL €St PEITOTIC. ettt 1 punct
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PROBLEMA 4

Se considera sirurile (a,) ., (b,) , definite prin a,=b,=1 si a =a +b,

b, :(n2 +n+1)an +b, ¥n>1. Si se calculeze limn-p

n—o

(G.M. B-1/2014)

Solutie

Deoarece b, =a,, —a, rezulta

a,,,—8,, =b., =(n°+n+1)a, +b, =(n" +n+l)a, +a,, —a, ......... 1 punct
deci a,,, =28, +N(N+1)@, «ceocevoere e vcveeeeeee e 1 punct
a, =a, =1. Ardtam prin inductie a, =n!. Presupunem a, =n!si a,,, =(n+1)!..........7 punct
Atunci a,,, =2(n+1)4n(n+1)n!, deunde a,,, =(N+2)!......cccc oo eene punct
=1,deci
n!
=limp n U OOPUPPPN N o ¥ [0
n—o0 nl

Folosind criteriul radicalului pentru sirul x, = — N >1 obtinem
n!

n+l n n
. n" .. X . (n+1 nt .. (n+1 . 1
limp— =lim n*1:I|m( ) —=Ilim| — | =lim|1+=| =e...................2 puncte
n—o \l nl e X n—oo (n_|_l)| n" o n n—w n




