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Problema I (10 puncte) 

Să se determine 𝒂 ∈ ℕ știind că ecuația 𝑋2 = (
1 −2
2 5𝑎

) are exact două soluții în 𝑀2(ℂ). 

Solutie 

Fie X o soluție a ecuației, d=  det X și t=Tr X. 

Din teorema lui  Cayley- Hamilton, rezultă tX= (
1 + 𝑑 −2

2 5𝑎 + 𝑑
)                                                         (1p) 

Aplicând urma matricelor se obține t2=5a+2d+1                                                                                       (1p) 

Dacă 5a+2d+1≠0, atunci ∃𝑡1, 𝑡2 ∈ ℂ∗, 𝑡1 ≠ 𝑡2 astfel încât 𝑡1
2 = 𝑡2

2 =5a+2d+1 

Din 𝑑2 = 5𝑎 + 4, 𝑎 ∈ ℕ rezultă 𝑑2 ≠ 0,  atunci ∃𝑑1, 22 ∈ ℂ∗, 𝑑1 ≠ 𝑑2 astfel încât 𝑑1
2 = 𝑑2

2 =5a+4 

Deci 𝑋 ∈ {
1

𝑡1
(

1 + 𝑑1 −2
2 5𝑎 + 𝑑1

) ;
1

𝑡1
(

1 + 𝑑2 −2
2 5𝑎 + 𝑑2

) ;
1

𝑡3
(

1 + 𝑑1 −2
2 5𝑎 + 𝑑1

) ;
1

𝑡4
(

1 + 𝑑1 −2
2 5𝑎 + 𝑑1

)} 

 

𝑡1
2 = 𝑡2

2 = 5a + 2d1 + 1, 𝑡3
2 = 𝑡4

2 =5a+2d2+1, 𝑡1 ≠ 𝑡2, 𝑡3 ≠ 𝑡4                                                                     (2p) 

Cele  patru matrice sunt distincte și sunt soluții ale ecuației. Cum ecuația trebuie să aibă exact două soluții, 

atunci 

(5a + 2d1 + 1)( 5a + 2d2 + 1) = 0 ⇒ (5𝑎 + 1)2 − 4(5𝑎 + 4) = 0⟨=⟩𝑎 ∈ {1, −
3

5
}                                     (2p) 

Cum 𝑎 ∈ ℕ ⇒ 𝑎 = 1                                                                                                                                 (2p) 

Pentru a=1 , ecuația 𝑋2 = (
1 −2
2 5𝑎

)  are soluțiile 𝑋1 =
1

2√3
(

4 −2
2 8

) ; 𝑋2 = −𝑋1                                      (1p) 

Problema a II-a (10 puncte) 

 

Fie (𝑥𝑛)𝑛≥1 dat de  𝑥𝑛 = 𝑛 (
𝜋2

8
− ∑

1

(2𝑘 − 1)2

𝑛

𝑘=1

) , 𝑘 ∈ 𝑁, 𝑘 ≥ 1. Să se calculeze lim
𝑛→∞

(5 𝑥𝑛 − 𝑥2𝑛). 
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Solutie  

 Fie 𝑎𝑛 =
1

12
+

1

22
+

1

32
… +

1

𝑛2
 , lim

𝑛→∞
𝑎𝑛 =

𝜋2

6
                                                                                                      (1p) 

∑
1

(2𝑘 − 1)2

𝑛

𝑘=1

= (
1

12
+

1

22
+

1

32
… +

1

(2𝑛)2
) − (

1

22
+

1

42
… +

1

(2𝑛)2
) = (

1

12
+

1

22
+

1

32
… +

1

(2𝑛)2
)  

−
1

4
(

1

12
+

1

22
+

1

32
… +

1

𝑛2) = 𝑎2𝑛 −
1

4
𝑎𝑛                                                                                             (2p) 

lim
𝑛→∞

∑
1

(2𝑘−1)2
𝑛
𝑘=1 =

π2

8
                                                                                                                                 (2p) 

                                     

𝑥𝑛 =
(

𝜋2

8
−∑

1

(2𝑘−1)2
𝑛
𝑘=1 )

1

𝑛

                                                                                                              (1p) 

                                     

Aplicând lema Stolz- Cezaro în cazul 
0

0
 obținem: 

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = lim
𝑛→∞

(
𝜋2

8
−∑

1

(2𝑘−1)2
𝑛
𝑘=1 )

1

𝑛

= lim
𝑛→∞

𝑛(𝑛+1)

(2𝑛+1)2
=

1

4
                                                                      (2p) 

 

Deci, lim
𝑛→∞

(5 𝑥𝑛 − 𝑥2𝑛) = 1                                                                                                                      (1p) 
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