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Olimpiada de matematica
Faza locala - 20 februarie 2015
Clasa a Xl-a
1. Sa se calculeze
(i)|im(1 + L ot L ):
oo NN +1 A2 +2 n*+n

(i) lim( +[17])”1 ,unde [x]este partea intreagd a lui x e R.

X—>0

2. Fie A o matrice patratica de ordinul 2 cu elemente reale si At matricea transpusa
(i) Aratalica existd o e R astfel ca det(A+x-A')=(x*+1)-det A + ar-x,VxeR.
(if) Stind ca det(A+A")=8 si det(A+2-A')=27, s se calculeze det(A).
GM 2014

01 2
3. Fie A=|0 0 1|siC(A)={XeM,(R):A-X=X-A
000

(i) Sasearateca X eC(A)daca sinumaidaca exista a,b,c € Rastfelca X =

o O
o O T
D T O

(i)  Demonstrati ca pentru orice neN,n>2, ecuatia X" = Anu are nicio solutie.

4.

: st 1 1 .

(i) Aratatica |im(1+§+...+—):oo,

n—oo n
(i)  Demonstrati ca daca / e R U {—o0,00} , atunci existd un sir (s,),., cu s, € {—1,1} pentru orice
ne N astfel ca |im(i+s—2+...+s—”) =1.
nosee 2 n

NOTA

e Toate subiectele sunt obligatorii;

Fiecare subiect este notat cu 7 puncte;

Nu se acorda puncte din oficiu;

Timpul efectiv de lucru este de 3 ore din momentul primirii subiectului.
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Olimpiada de matematica
Etapa locala - 20 februarie 2015

Clasa a XlI-a
1.
(i) . . . n 1 1 1 n . 2
Din dubla inegalitate < + +.t+ < ,neN P
JP+n NP+t It +2 NP +n Nn? +1
si aplicand criteriul "clestelui” deducem ca limita este 1. 1p
Finalizare 1p
(i) x—>o00 = [x]—>ooobtinem nedeterminarea 1” 1p
X+1
im-—=1 1
lim [x] P
Finalizare |im(1+i)x+1 =e. o
n—w [X]
. a b a 1
2 (i) Fie A= atunci A =| & © P
c d b d
a+xa b
Pentru orice x € Ravem A+x-A' =| & @ PTX 1p
c+bx d+dx
De unde det(A+x-A')=x"-det (A) + x-(2ad —b* —c’) +det(A) 1p
(W) Din enunt si (i), avem det(A+A')=8=2det(A)+a si det(A+2-A')=27 =5det(A) + 2 ?p
Finalizare p
3.
(i) m n p
Fie X=|q r s|eC(A),atuncidin X-A=A-X deducemca m=r=v=a,n=s=>b 2p
t u v
p=c,q=t=u=0
1
Reciproc P
(ii)
Admitem cd exista X € M,(IR),ne N,n>2, astfel incat ecuatia X" = A, atunci 2p
det(X)=0, X" =A-X=X-A.
0 b c
in consecint existad b,c c Rastfelca X={0 0 ¢ 1p
0 00
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0 0 b
Cum X" =0, pentru n>3si X*={0 0 0 |, concluzia se impune. p
00 0
4
(i) o N 1 1 . , o 1p
Sirul (h,),., definit prin h, =1+5+...+—,n e N este strict crescator,
- n
Daca (h,),., este marginit superior atunci el este convergent si atunci h,, —h, — 0,cum 1p
h, —h = L IS B B obtinut o contradictie. 1p
n+1 2n  2n 2n
(i) Dac | =cosaul=—calegem s, =1saus, =—1,VneN’ 1p
Admitem />0. Fie n, € N cel mai mic numar astfel ca z 1> | si alegem
i-t |
§,=S,=..=s, =1, iar n, €N cel mai mic numér, n;>ns astfelca »_ s,-— > -</ s
it i=m1 |
consideram s, ., =...=s, =—1.Procedand in acest fel, avand in vedere (i) si ca
3p

lim 1. 0 rezulta cerinta (ii). Cazul / < 0 se deduce din cazul de mai sus.

n—o

NOTA
Toate subiectele sunt obligatori;

Fiecare subiect este notat cu 7 puncte;

Nu se acorda puncte din oficiu;
Timpul efectiv de lucru este de 3 ore din momentul primirii subiectului.
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