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Clasa a X-a

1. a) Se considera f: R — R o functie strict concava. Sa se arate ca nu exista
patru puncte pe graficul functiei f care sa formeze un paralelogram.
b)Sa se arate ca:
(Al-x1+/12-x2)3 < Mxat g’
A1+, A1+,
Generalizati inegalitatea.

,Vxl,xZ € [O,OO),Vll,/’lZ € [0,00)

2. Fien € N,n > 2 si numerele zq, z,, ... z, € C astfel incat
|zl = |z ==z, | =1sizy + 2 + -+ 2z, = 0.
a) Aratatica: |z —z(|? +|z— 2>+ -+ |z—2z,1> =n|z|* +n, Vz
numar complex.
b) Demonstrati ca:
lz—z|+|z—2z,| + -+ |z — z,| <nV2, pentruorice z € C,|z| < 1.

3. Fie A si B imaginile solutiilor ecuatiei: z2 — 13z + 72 + 30i = 0.

a) Sa se calculeze aria triunghiului AOB, unde O este originea planului
complex.
b) Cat la suta din suprafata triunghiului AOB acopera multimea solutiilor
inecuatiei |z| < 47?

4.3) Sa se rezolve ecuatia: 3* = 2% + 1.
b) Sa se rezolve 1n (1, o0)ecuatia:
x0832 4 1 = (x — 1)l0823,

Nota:
Toate subiectele sunt obligatorii;
Timp de lucru: 3 ore.



Solutii clasa aX-a:

1.a) Sa presupunem ca graficul functiei f contine patru puncte 4, B, C, D care formeaza un
paralelogram. Coordonatele punctelor sunt: A(a, f(a)), B(b, f(b)), C(c, f(c)), D(d, f(d)).
Cum ABCD paralelogram, au loc relatiile: a + c = b + d, f(a) + f(c) = f(b) + f(d), cu
a < b < d < c sirelatii analoage. Atunci din b € (a,c) = 3 1 € (0, 1) astfel incat
b=A-a+ (1—21)-c (1). Cum f este strict concava, rezulta

f)>A1-f(a)+ (1 —-2A)-f(c) (2). Analog, existan € (0, 1) astfel Incat
d=n-a+1A—-n)-c B)sif(d)>n-f(a)+ (1A —n)-f(c) (4). Adunand relatiile (2),
(4), obtinem:

f)+fd)y>@A+n) -fla)+@2—-21—n)-f(c) (*),iar din (1), (3) rezulta ca
b+d=A+n)-a+@2—-A1—n)-c=a++c,deunde

A4+n1n—-1)"(c—a)=0.Cuma # c = A+ n = 1, atunci relatia (*)

devine :f(b) + f(d) > f(a) + f(c). Asadar nu exista patru puncte pe graficul functiei care
sa formeze un paralelogram.

b) Functia f: R = R, f(x) = x3 este convexi pentru [0, o) (interval), atunci are loc
inegalitatea:

</11 X1+ A 'x2> <11 f(x) + Az f(x2)
M+, - M+, ’
V xq1,%x; € [O,m),VAl,AZ € [0,00) =

)11-x1+lz-x2)3 Al-x13+ll-x23
( A1+, < A1+, yv X1, X2 € [01 OO)JVAIJAZ € [OI OO)
Generalizarea inegalitatii:
(/11 " Xq + /12 ' X'z+.. . +An ' xn>3 < /11 * X13 + Az * x23+.. . +/1n : xn3
M+ g+ A, = M+ g+ 4,
Y X1,X2, ., X € [0,0),V 41,15, ..., 4, € [0, ).

2|z~ z1* = (z-2)(Z—7) = |zI*° — 2z — z:Z + |z|* =
=|zI?+1-(zZ +z2),i=1n .
Atunci:|z — z > + |z — 21> + -+ |z — 2z, 1> = n|z|* + n —
—(z1+zy++2z)7—2(z ¥ 25, +  + 2z,) =nlz|* + n.
b) Aplicam inegalitatea Cauchy- Buniakowski-Schwartz:
(lz=z| 1+ |z—2y| 14+ |z—2z,]-1)?
<(z=z;]P+|z=21> ++|z—2,]*) ' n
=n2(zP4+ 1) <2’ = |z—z|+ |z — 25| + -+ |z — 2,| < nV2.
sau

b) Folosind inegalitatea mediilor obtinem:

|z—z1 |+ |z—zz |+ ot |z—2z, | |z—z1 |2+ |Z—Zz 24 .t |z—2, |?
nl < — (V)z€eC

= lz—z1|+ |z—2z)+...+|z—2z,| <n ’nm < nAm 2,

(V)z e, |z| <1.

3.a)A= (5 —12i)?,deunde z; = 9 — 6i,z, = 4 + 6i.

Atunci AB = |z, — z,| = 13, A0 = |z;| = 3V13, BO = |z,| = 2/13

Se observi ci 0A%2 + OB? = AB?, deci AAOB este dreptunghic cu unghiul drept in 0, iar aria

triunghiului este:

AO-BO
AAAOB == 5 == 39




b) Deoarece AAOB este dreptunghic cu unghiul drept in O rezulta ca un sfert din cercul ce

constituie reprezentarea grafica a inecuatiei|z| < 4 acopera triunghiul.

Agece = = = 4 = 12,56 = 32,2%Ans05-

2\* n\*
43* =2"+1= (g) + (g) =1.
Se observa ca x = 1 este solutie a ecuatiei. Aratam cd aceasta solutie este unica.
Functia g: R — (0, 0), g(x) = (g)x + (%)x , este strict descrescatoare, deci injectiva si
atunci solutia unica este x = 1.

b)xlog32 — 210g3x$i (X _ 1)log2 3 310g2(x—1).
Notim a = logs x sib = log,(x — 1) = x = 3%ix = 20 + 1,
De aici obtinem: 3¢ = 20 + 1.
Ecuatia dati este echivalentd cu: 2¢ + 1 = 3P,
Din cele doua relatii, obtinem:
3¢ —2b =30 - 20 & 39 420 =30 2P,
Consideram functia: f: R — (0, 0), f(x) = 3* + 2%, care este strict crescatoare si deci este
si injectiva, rezultd a = b.
coa 2\4 1\* _
Atunci:3¢ =2 +1= (g) + (5) = 1.

X X
Functia g: R — (0, ), g(x) = (2) + %) , este strict descrescatoare, deci injectiva si

atunci solutia unicaestea =1 = x = 3.



