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CLASA A XII-A

1) a)Pe multimea N* definim operatia "o" astfel: aob = ¢ =cel mai mare numir natural
pentru care exista triunghi cu lungimile laturilor a, b, ¢ . Sa se studieze proprietatile
operatiei "™ (asociativitate, comutativitate, element neutru, elemente simetrizabile).

b) Pe multimea H = {1,2,3,4,5} definim operatia "+" astfel: a*b =c = cel mai mic numar
natural pentru care exista triunghi cu lungimile laturilor a, b, ¢ . Sa se efectueze tabela

operatiei.

2.)  Seconsiderd functia f :R >R, f(x)=e"+x.

a) Sa se arate ca functia f este bijectiva si sa se calculeze ( f _1) (1) .
b) Daca x, = f(0) aritati ca (G, *) este un grup abelian, unde G =R/{x,}, si

xxy=f7(2f(x)-f(y)), ¥x, yeG

3.) Seconsiderd functia f :R—> R, f(x)= (4x3 —6X% +6X— Z)arctg(x2 - x+1). Si se

determine acea primitivd F:R — R a functiei f al carei grafic trece prin punctul A(1, 0).

4.) Sase determine functia f :R —R pentrucare f(0)=1 siexista F:R—R primitiva a

functiei f astfel incat F(x)— f (x)=sin’x, vxeR.

Nota:
Toate subiectele sunt obligatorii.
Fiecare problema se puncteaza cu 10 puncte.

Timp de lucru 3 ore

Subiect clasa a XII -a



INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN COVASNA

OLIMPIADA DE MATEMATICA

ETAPA LOCALA
28 februarie 2015
BAREM
CLASA A XII-A
1.) | Din oficiu 1p
a) | Daci exista triunghi cu laturile a, b, ¢ atunci a+b>c. Insd c e N este cel mai mare | 2P
numar natural cu aceasta proprietate, deci c=a+b—1, adica acbh=a+b-1.
Operatia este asociativa, comutativa, elementul neutru este e=1¢ N* 2p
aca=ava=1implici a+a-1=1,deci a=2-a.Insi ae N", deci numai 2p
a =1leste simetrizabil si simetricul coincide cu 1.
b) | Daca exista triunghi cu laturile a, b, ¢ astfel incat ¢ este cel mai mic numar natural cu | 1p
aceasta proprietate atunci |a — b| <c,deci c= |a — b| +1.
Tabela operatiei: 2p
* 11 12 |3 |4 |5
1 |1 (2 |3 |4 |5
2 (2 |1 |2 |3 |4
3 |13 |2 (1 |2 |3
4 (4 |3 |2 |1 |2
5 (5 (4 |3 |2 |1
2.) | Din oficiu 1p
a) | Din f’ (X) =e*+1>0, VX e R rezulta ca f este strict crescatoare deci este injectiva 1p
Cum functia f este continud, lim f (x)=—o0 si lim f (x)=ocorezult ca este surjectiva | 1P
. ' 1
f fiind bijectivd admite inversa f ™ si avem ( f‘l) (o) =ﬁ, unde f (%) =Y, P
XO
1\ 1 1 1p
Cumf(0)=1avem (f*)(1)=——==
b) | Fie x,yeG= X#X,, Y # X, si presupunand ca x*y =X, avem 1p
xxy=x,= f7(2f(x)- f(y))=f*(0)=2f (x)- f (y)=0 de unde obtinem
f(x)=0 sau f(y)=0 deunde x=Xx, sau y=Xx, contradictie, deci
X*Yy#X,= X*yeG, adica multimea G este parte stabile a multimii R fata de ”*”
VX, Y, 2€G,(x*y)xz=xx(y*z)=f*(4f (x) f(y)f(z))="+" asociativd 1p
VX, yeG,x*y=y*x=f*(2f(x)f(y))="+"comutativi 1p
1
JeeG astfel incat xxe=x, VxeG, e=f™ (%) element neutru P
1p

VX eG, IX €G astfel incat X*X =e, X = f‘l[ j element simetric

1
41 (x)

Rezulta ca (G, *) este un grup abelian
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3.) | Din oficiu 1p
' 2x-1 . 2p
Cum (arctg(x* —x+1)) = si
( g( )) X —2x3 +3x* —2x+2
(x“—2x3+3x2 —2x+2) =4x° —6X* +6x—2 avem
F(x) = .[(4x3 —6X% +6X— 2)arctg(x2 —X +1)dx: 1p
= _[(x“ —2%° +3x2 —2x+ 2)' arctg(X* —x+1)dx =
= (x4 —2x% +3x% —2x + Z)arctg(x2 —X +1)—I(2x ~1)dx= 2p
=(x4 —2x3 +3x? —2x+2)arctg(x2 —x+1)— x?+x+C 2p
. SN T . V4 .1 2p
Deorece (1,0) € G, rezulta ca F(1) =0, adica 2~Z +C =0, deciC = 5 Rezulta
cd F(x)= (x4 —2x3 +3x% —2x+ Z)arctg(x2 - x+1)— x? + x—%.

4.) | Din oficiu 1p
Cum F este o primitive a functiei f rezulta ca F este derivabila si 1p
F(x)=f(x),vxeR
Inmultind cu e relatia F(x)— f (x)=sin?x, VxeR se obtine 2p
e"F(x)—ef (x)=e"sin’x, Vxe R (e”F (x)) —=—esin?x, ¥x e R de unde
e *F(x) =.|.—e‘X sin® x dx
Utilizand metoda integrarii prin parti obtinem: 2p
Ie‘x sin® x dx =—e*sin® x— e5 (sin2x +2cos 2x)

» g e . 2p
Avem e”*F (x)=e™sin® x+-—(sin 2x+2cos 2x)+C de unde se obtine
F(x)=sin? x+%(sin 2X+2¢0s 2x) + Ce”
. . . 1
Din f (0)=1 seobtine F(0)=1si ng P
Cum din ipotezd avem f (X) =F (X)—Sin2 X, VX e R, obtinem 1p

f(x)=1(sin 2X+2C082X+3ex),VXeR
5

Barem clasa a Xll-a




