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Filiala Craiova a SSMR

Etapa locala a Olimpiadei nationale de matematica
Craiova, 16 februarie 2014
Clasa a VI-a

Problema 1. Se considerad numarul natural n care impartit la 10 d& restul 4
si Impartit la 7 da restul 5.
a) Ardtati cd n + 2 se divide cu 14;
b) Arétati c& numarul 2013™ — 1 este divizibil cu 2014.
G.M 9/2013

Problema 2. Determinati numerele naturale prime p si ¢ stiind ci existi
r,y € N* astfel incAdt p=2? + ¢y sig=c+y+ 1.

Kk
Problema 3. Consideram numerele naturale nenule a, b si c.
a) Daci (a,c) = (b,¢) si [a, c] = [b, ], atunci a = b,
b) Sa se arate ci (a,b) + [a,b] > a+b,
unde (a,b) = cmmdc(a, b) si [a, b] = ecmmmc(a, b).
*kkok

Problema 4. Pe laturile unui unghi ascutit XOY considerim punctele dis-
tincte A, A" € (OX, respectiv B, B’ € (OY, astfel incat [0A] = [OB] si
[OA'] = [OB']. Dreptele AB’ si BA’ se intersecteazd in punctul 1. Sa se arate

céd (OI este bisectoarea unghiului XOY.
*kok

Nota:

Timp de lucru: 2 ore;

Toate subiectele sunt obligatorii;

Fiecare subiect va fi notat cu puncte intre 1 si 7.



Etapa locala a Olimpiadei nationale de matematica
- Clasa a VlI-a
Craiova, 16 februarie 2014

Problema 1. Se considera numérul natural n care imp&rtit la 10 di restul 4
i impartit la 7 d& restul 5.

a) Aratati ca n + 2 se divide cu 14;

b) Aratati cd numarul 2013" — 1 este divizibil cu 2014.

G.M 9/2013

Solutie. Din teorema impartirii cu rest avem n = 10¢; + 4 = Tey + 5. De aici
deducem cé n este par(deci n+2 este par) si n+2 = 7(cy+1). Cum (2,7) = 1
rezultd cd 14 | n + 2, ceea ce se cerea la punctul a).

b) Scriem 2013 — 1 = (2014 — 1)® — 1 = Magus + 1 — 1 = Moy, deoarece
n este numar par.

Problema 2. Determinati numerele naturale prime p si ¢ stiind ci existi
z,y € N* astfel incdt p=22+ ¢y giq=zc+y+ 1.

ok ok
Solutie. Din z,y € N* rezultd cd ¢ > 3, deci ¢ este un numér prim impar.
Deducem astfel ci z,y sunt simultan pare sau impare, ceea ce face ca p si fie
numar par, adicd p = 2. Ecuatia 2 = 22 + y2 nu are decat solutia z =y = 1,
astfel cd g = 3.

Problema 3. Consideram numerele naturale nenule a, b si c.

a) Daci (a,c) = (b, ¢) si [a,c] = [b, c], atunci a = b,

b) Sa se arate cd (a,b) + [a,b] > a + b,
unde (a,b) = cmmdc(a, b) si [a,b] = cmmmc(a, b).

sl
Solutie. a) Stim cd ac = (a,c) - [a,c] §i analog bc = (b,c) - [b,]. Atunci,
conform ipotezei, rezulta ac = be, adicd a = b.

b) Fard a restrange generalitatea, putem considera a < b si distingem doud
cazuri: a | bsi a{b. Dacd a | b atunci (a,b) = a,[a,b] = b, deci vom avea
egalitate. Pentru cazul doi, scriem [a,b] = bm cu m € N*. Din a t b deducem
cd m # 1, deci m > 2. Atunci (a,b) + [a,b] > (a,b) + 2b > a + b(deoarece
(a,b) > 1).

Problema 4. Pe laturile unui unghi ascutit XOY considerim punctele dis-
tincte A, A" € (OX, respectiv B, B’ € (OY, astfel incat [OA] = [OB] si
[OA'] = [OB']. Dreptele AB’ si BA’ se intersecteazi in punctul I. Si se arate
ca (Ol este bisectoarea unghiului XOY.
Kok sk
Solutie. Se disting doud cazuri: A € (OA'),B € (OB'), respectiv A’ €
(OA),B' € (OB).
In primul caz avem AAOB' = ABOA' (LUL)de unde deducem ci AA'T =
BB'I(1). Din [0A] = [OB] §i [0A] = [0B'] rezults ci [AA'] = [BB'](2). Din

(1), (2) si faptul ca ATA' = BIB' (fiind opuse la varf) deducem ca AATA =
ABIB'(UUL). De aici rezulta ci [AI] = [BI] si astfel AAOI = ABOI(LLL),
ceea ce aratd ca (OI este bisectoarea unghiului XOY. Cazul al doilea se

trateaza analog.
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