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Clasa a XllI-a

Problema 1.

Fie functia f:7Zq —Zg, f(x)= x2. Sa se determine submultimile nevide A ale
multimii Zg cu proprietatea f(A):A
Problema 2.
Se considerd numerele reale a si b si functia continua f :R — R, cu proprietatea
bt b

ca I f (X)dx Sj f (x)dx, oricare ar fi te(0,2). Si se arate ca a- f (a) =b.f (b)

at a

Problema 3.

FieneN, n= 2 fixat si mulimile H, :{Ae M, (R)/ Al = A} si
Hy ={AeM, (R)/ A =-Al.

a).Sa se demonstreze ca H; si H, sunt subgrupuri ale grupului (|\/| n (R) , +).

b).Sa se demonstreze ca (V)X €My (R), existd A € Hy si B e Ho astfel incat X = A +B.

Problema 4.
/_—X+c xe(-1,0]
Fie functia f:(~1,2n] > R, f (x)={ VX*1 , ceR
1
i ,XE(O,ZTE]
4+sin X

Sa se determine ¢ € R, astfel incat functia f s admita primitive si sa se calculeze
o primitiva a sa.
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Barem de evaluare

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda
punctajul maxim corespunzitor.
¢ Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru
rezolvari partiale, in limitele punctajului indicat in barem.

Nr. Solutie, rezolvare Punctaj
problemei
x  Jo[ifa]a]a [5]6 [7]8 ip
f(x) |0 |1 ]4|0]7 |7 [0 |41
imf ~{0,44,7] 2
1. f(A)=Acimf=Ac{0147]
c c 2
Submultimile nevide A ale multimii Zq cu proprietatea f (A): A sunt:
(0}.2}.0.4),(4.7).0.4.7).1.4.7).[04.47) P
Din f continua pe R = f admite primitive pe K.
_ o F derivabila pe R
Fie F: R = R o primitivi a functiei f = 2p
F'(x)=f(x),vxeR
bt
Fie functia H :(0,2) >R, H (t)= [ f (x)dx=F (bt)-F (at), te(0,2); 2p
at
Din F derivabild pe R = F continua pe R = H continud si derivabila pe (0,2).
bt b
2 jf(x)dxg.[f(x)dx:H(t)gH(l), vte(0,2)= TS
at a
t =1 este punct de maxim global pentru functia H
T.Fermat
= H’(l):O; @
DarH'(t)=b-F'(b-t)-a-F'(a-t)=b-f (b-t)-a-f(a't)= 1p
H'(1)=b-f(b)-a-f(a) (2)
Din (1) si 2)= b- f(b)-a-f(a)=0=b-f(b)=a-f(a). 1p




a)
FieA BeH, = A'=AsiB'=B=

(A-B) =A'-B'=A-B=A-BeH,;=

Hy subgrup al grupului (M, (R),+). 2p
"FieA BeH, >Al=_AsiB'= B=
t
(A-B) =A'-B'=-A+B=-(A-B)=> A-BeH,= 2
H, subgrup al grupului (M, (R),+).
b).
t
Fie X e M, (R). Avem Iatxt] =Lxeilx,
2 2 2 2
o1 t
adlcaA—§~(X+X )eHl, 1p
t
lx_lxt :lxt_lx - lx _lxt ’
2 2 2 2 2 2 .
1 t P
adlcaB—E-(X—X )eHz. 1p
Evident X=A+B.
Orice functie continud admite primitive. 1p
Functia f este continua pe (—1, 0] sipe (0, 275] (compuneri de functii
elementare).
Problema continuitatii functiei f se pune in X=0.
Functia f este continua in x=0 daca f( 0-0)=f(0+0)=f(0).
Din f (0-0) = (0+0)=F(0) ¢~
Pentru c = % functia f este continuda = f admite primitive.
Pentru c # % x= 0 este punct de discontinuitate de speta I =
f nu are primitive.
2p

J o Jﬁ TR

J=x% —x +%arcsin(2x+1)+c, CeR.




Functia g(x)= e (0,2x] este continud pe(0,2n] =

4+sinx’
g admite primitive pe(0, 2x].

. o X
Nu se poate folosi substitutia th =t deoarece pentru x=n (0, 2n],

tgg nu este definita.
Vom construi o primitiva a functiei g pe J, J=(0,7)uU(mr,2x] .

S X .
Facem substitutia th =t . Integrala asociata este

I o .[ I dt
4t2+2t+41+t2 2t2+t+2
4 16

arctg 2t +1 4t+1
=
Construim o primitiva F:(-1,2n] - R alui f pe (-1,2n],de forma
x/—xz—x+%arcsin(2x+1)+§+kl, xe(-1,0)
k21 x=0
, 4tgg+1
F(x)=<—=arctg —~=——+Kk,, xe(0,m
=17t (0.m)
k41 X=T
4tg X 41
——=arctg —=——+Kk,, Xe(m2n

2p




Pentru determinarea legaturii dintre constantele k;, k,, k;, k, si k.,

se impune conditia de continuitate a functiei F in X=0 si X = 7.

Functia F este continud in x =0 < limF (x) =1limF (x) = F (0) <
x—0 x—0

x<0 x>0

T
Z+k1 \/_arctg\/_ Ky =K,;
Functia F este continud in x =7 < limF (X) =limF (x) = F (1) <
T T
—+k,=——=+k, =Kk
\/E 3 \/]3 5 4
Fiek, =k =
k=k-=
' 4
k, = arctg —
i r
1
k, = +k - arct
I r N
27c 1
arctg
BT

deci o primitiva a lui f (k =0), este:

»\/—xz—x+larcsin(2x+1)+1—ﬁ, xe(-10)
2 4 4
0, x=0
41g7+1 .
F(x)=<{—=arct - arct ,
S R R T Tl T
L_iarctgi X=TT
NN Ji5'
X
iarctg 4 7+1+ 2m__2 arctg 1
J15 N TN TN T J15

Atunci J f(x)dx=F(x)+C, xe(-L2n], CeR.

x € (0,7)

Xe(n,Zn]

1p

1p




