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Barem de notare — clasa a VV-a

Problemal. Determinati multimile A si B formate din numere naturale, stiind ca

indeplinesc simultan conditiile:
a) A-B ={2,5,6} ;
b) B—A={O,7} ;
c)card AnB=3;

d) suma elementelor multimii AU B este 28.

Solutie si barem:

Dina) = 2,56 Asi 2,5,6¢B. 1p
Dinb) =0,7eB si 0,7 ¢ A. 1p
Dinc) = ANB={X,X,, X} si utilizind d) obtinem X, +X, + X, =8. Ip
Cum elementele x,, X,, X, sunt diferite intre ele si diferite de 0, 2, 5, 6, 7, obtinem 2p
X xr={13,4}

A={1,2;3,4,56} 2p

B={0;134;7}.
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Problema 2. Si se arate ci nu existd ne N astfel incat 1+3+5+...+(2n +1) =221 4 2016 .

Solutie si barem:

1+3+5+...+(2n+1) = 2p
=2-0+1+2-1+1+2-2+1+...4+42-n+1
=2-(1+2+3+...+n)+(n+1)

n-(n+1)+(n+1)
(n+1)2

Suma se poate calcula si aplicand formula progresiei aritmetice.

Obtinem membrul stang patrat perfect.

U (22017 ) -2 2p
U (220” +2016) =8

1p

Daca ultima cifrda a unui numar natural este 2, 3, 7 sau &, atunci numarul nu este 1p

patrat perfect. Deci, membrul drept nu este pétrat perfect.

Cum membrul stang este patrat perfect si membrul drept nu este patrat perfect ,

atunci nu existd n e N astfel incat sa aiba loc egalitatea.

1p
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Problema 3. Fie numirul A=9+99+999+...+999...9+ 2017 .
%/_/

2017cifre
a) Aratati ca numarul A este divizibil cu 10;
b) Aflati catul si restul impartirii numarului A la 111.

Solutie si barem:

A=9+99+999+...+999..9+2017 = 2p
—

2017 cifre

2017 cifre

A=(9+1)+(99+1)+(999 +1)+...+(999...9 +1J
a)
A=10+100+1000+...+1000...0

—

2017de 0

A=111..10

—
2017del

Cum U (A)=0= Aeste divizibil cu 10. 1p

Sau

U|9+99+999+...+999..9 |=U (2017-9)=3
—

2017 cifre

U|9+99+999+...+999..9+2017 |=0
—

2017 cifre

Obtinem cd numdrul A se termina 1n 0, deci este divizibil cu 10.

3p
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b) A:111=C rest R, 0<R<111= A=111.C+R, 0<R<111

1p

Din punctul a) avem

A=111..10=

—
2017 cifre

~111-10% +111-10° +111-10%°% +...+111-10> +10
=111-(102°15 +10%12 1102 4 ...+102)+1o

2p

Obtinem C =10?"" +10* +10** +...+10* si R=10

1p
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Problema 4. Determinati numerele abcd stiind c ab-cd +abd = abcd .

Gazeta matematica

Solutie si barem:

ab-cd +abd =abed , a,c#0 1p

ab-cd +10-ab+d =100-ab+cd

ab-cd+d =90-ab+10-c+d 0,5p
ab-cd =90-ab+10-c 0,5p
ab-cd—90-ab=10-c 0,5p
ab-(cd —90) =10-c 0,5p
cd—90>0=c=9 0.5p
ab-(9d —90) =90 <> ab-d =90 1p
Cum d este cifrd si divizor al lui 90, obtinem d e{1,2,3,5,6,9} 1.5p

1
~abcd e{9091, 4592,3093,1895,1596,1099}. P
Numerele sunt:
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Barem de notare — clasa a VI-a

Problema 1. Numirul aaa8 impirtit la un numir de dous cifre di restul 98. Aflati numarul.

Gazeta matematica

Solutie si barem:

Deoarece impartitorul are doua cifre si este mai mare decat restul, deducem ca acesta este 99. (1,5p)
Atunci aaa8=99c+98 = aaa9=99(c+1) (2p)
Obtinem 11/aaa9 si aaa9=1100a+a9. (2p)

Cum 111100 rezultd 11a9 = a =9. (1p)

Numarul cautat este 9998. (0,5p)
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Problema 2. a) Fiesirul 1,2.4,7,11,............ de numere naturale.
1) Scrieti urmatorii doi termeni ai sirului;
i1)Sa se determine termenul de pe locul 100.
b) Aratati cad numarul:

—
2-3 100-101

X=2(1+2+... +100)(£ + ) este patrat perfect.

Solutie si barem:
a)il)a=la,=2a=43a,=7a=11=a,=a+la,=a,+2,a, =a,+3,a,=a, +4 (1p)
Obtinem a, =a, +5=16,a, =a, +6=22 (0,5p)

i) a,-a =la,—-a,=2,8,-3;=3,...,8 — 84 =99 (1p)

Adunand relatiile obtinem: a,,,—a, =1+2+3+...499= 99-100 4950 (1,25p)
Obtinem a,,, =4951 (0,25p)
b) 142+3+..+100 = 201100 (1p)

1,25
11111111 100 02

= et ——
1.2 2.3 100-101 2 2 3 100 101 101

1101-100 100 (0,5p)

X=2 —
2 101

x =100°
Deci x este patrat perfect. (0,25p)
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Problema 3. . Fie A=2*".3"+15-7"si B=2""".3"""? 1 4.5*"? 'unde neN.
< 9 . A T
Sa se arate ca fractia B se simplifica prin 17.

Solutie si barem:

Trebuie sa demonstram ca A si B sunt multipli de 17. (1p)

A=2:24" +15:7" = 2617 +7)" +1567" = 26(M,, +7") +15:7" = M, + 27" +15:7" = M, +17+7" = M, (3p)
B = 416"+0+9" +100+25" = 36+144" +10025" = 36+(136 +8)" +100+(17 +8)" =36(M,, +8")+100+(M,, +8")
=M, +36:8" +100:8" = M, +136+8" = M_, (3p).

Problema 4. Fie triunghiul ABC, isoscel, cu [ AB]=[AC], M un punct pe latura [ AB] si N
un punct pe latura [ AC] astfel incdt AM —MB = AN —NC . Aritati cd:

a) [BN]=[CM];
b) [AD este bisectoarea unghiului <cBAC, unde BN NCM ={D}.

Solutie si barem:

A

B C

a) Din ipoteza avem ca AM —MB = AN —NC.
AB=AC =AM +MB=AN+NC. 2,5p
Adunand membru cu membru relatiile, se obtine ca 2AM =2AN < AM = AN .

Avem AABN = AACM (LUL), de unde rezulta ca

[BN]=[CM] si <ABN =<ACM 2,5p

b) AABD = AACD (LLU), de unde rezulta ca 1,5p

<BAD = <«CAD = [AD este bisectoarea unghiului <BAC. 0,5p
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Barem de notare — clasa a VlI-a

Problema 1. Calculati numerele:

12 13 14 110 11 1
=, |—Ft—+—+..F—— |1+ =+=+..+—
11 22 33 1089 2 3 99

b:%-[\/ﬁ(ﬁ+ﬁ)+ﬁ(ﬁ+ﬁ)—\/ﬁ(ﬁ—ﬁ)—ﬁ(ﬁ—@)}

Solutie si barem:

12 13 14 110

Notam: S, =—+=—+=—+...+—— , suma ce are 1089:11=99 termeni. 0,25p
11 22 33 1089
Notam: S, :1+l+1+...+i , suma ce are 99 termeni. 0,25p
2 3 99
Regrupand termenii, obtinem
P BANECRE AP 1p
11 22 2 1089 99
S-S, :i+i+...+l:i-99:9.
11 11 11 11 1p
99 termeni
Asadar, a=+9=3. 0,5p
1
- (2 2+f) JN2-B)-(V2-5)| p
-4l
il 0,5
f (W—“ﬂ W_ V3 P
Avem 2 ++/3>0si V2 -+/3<0 0,5p
1
—E-[ﬁh@—(—ﬁh@)} 0,5p
— 22 ob=2 1p

N
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Problema 2. Utilizand formula (a—b)2 =a’ —2ab+b?, aflati cte solutii, in multimea

numerelor intregi nenegative, are ecuatia Jx+ \/y =+/1960.

Solutie si barem:

V1960 =+/196-10 =14+/10 0,25p
Vx=+/1960 -y (1) 028
si cum +/x >0 obtinem ci /1960 >./y = 0 < y <1960. =P
Ridicand relatia (1) la patrat, obtinem

x 1960~ 28,/10y + y = IOy = 20t Y =X ¢ | 1.5p
Se aplica proprietatea: daca ne N si Jne Q atunci VneN. 1p
Asadar, din \/10_yeQ si1l0yeN = \/10_y e N . Altfel spus, 3k € N astfel incat 1
J10y =k =10y =k? =10/k* =10/k . P
Rezultd cd Ja e N astfel incat k =10a. 0,5p
Din 10y =k* si k =10a, obtinem ci 10y =10°a®* = y=10a*,ac N . 0,5p
Analog, obtinem si cd x=10b*,beN.. 0,5p
Ecuatia din enunt devine:

J10a? ++/10b> =14410 = a+b =14, 0:5p
Cum a,be N = (a,b) €{(0,14), (1,13),(2,12),...,(13,1),(14,0)}. 0,5p
In concluzie, ecuatia datd are 15 solutii in N x N . 0,5p
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Problema 3 Considerim dreptunghiul ABCD 1in care bisectoarea unghiului <<BAD
intersecteaza BD in E si BC in F. Paralela prin E la AB intersecteaza AC in punctul G. Aratati ca
FG LBD.

Solutie si barem:

Fie EGNBC ={M} si FGBD ={N}.

Din EM || AB si AB L BF =EM L BF. 0.5p

Deoarece trebuie demonstrat ca FG L. BD si cum EG L BF, este suficient de 1
demonstrat ca punctul G este ortocentrul triunghiului EBF . P

Asadar, trebuie demonstrat ca BG | EF . 1p

Tn triunghiul ABF avem ca m(<B) =90°si m(<xA) =45°, de unde rezultd ci

1
AABF este dreptunghic isoscel in B (1) P
ABGE trapez isoscel deoarece EG || AB si AO=0B . 1p
Se obtine cd m(xGBA) = m(«EAB) = 45°, de unde m(«FBG) =90° —45° = 45° 1p
Deci obtinem ca [BG este bisectoarea <ABF (2) 1p

Din (1) si (2) obtinem ca BG | EF g.e.d. 0,5p




Ministerul Educatiei Nationale
Inspectoratul Scolar Judetean Vaslui

Problema 4. Fie ABCD un paralelogram. Pe segmentele (AB) si (BC), se iau punctele M,

respectiv N, astfel incat AB _BC .
BM CN

Dacd {T}=DMNAC si {U}=BD AN, demonstrati ci AB||TU .

Gazeta matematica

Solutie si barem:

DU UA DA BC

In AADU, BN || DA —F2 5 ADUA~ ABUN = == =—_= (1) 2,5p
BU UN BN BN
In ADTC, DC||AM —F2 5 ADTC ~ AMTA= bt _T¢ E:ﬁ() 2,5p
MT TA MA MA
AB B
,AB_BC__AB _ BC _ _ 0(3) 0.5p
BM CN AB-BM BC-CN ~AM BN
. DU DT
Din relatiile (1), (2), (3) = = TRee™ 5 TU || MB. 1
relatiile (1), (2), (3) BU ~ MT Il p
Cum M e (AB) obtinem ca TU || AB. 0,5p
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Barem de notare — clasa a VIlI-a

Problema 1. Si se arate ci pentru orice numere reale X, y, 2> 0, cu+/z # Vx + \/_, este
adevarata relatia:
x+y—z+2\/x_y<x+y+z+3
GihE Sz

Gazeta matematica

Solutie si barem:

Rezolvare Punctaj
1. Relatia din enunt este echivalenta cu: 1p
2 2
(Vx+y) —+z _Xty+z+3
Vi+Jy—vz = 2
2. <:,(\/§+\/37—x/E)(x/E+\/37+\/E) < XhyHzds 1p
(Vx+Vz—z) 2
3. x+y+z+3 | 1p
S(Vi+y+vz) T | 2s
4, ex+2fy+2Vz< x+y+z+3e 1p
5. S0<x—2Vx+1+y—-2/y+1+z—-2Vz+1 2p
2 2 2
6. leos(Wx-1)"+((y-1) +(z-1)" 1p
Cum ultima relatie este adevarata, deoarece este o
suma de numere nenegative, Inseamna cd si relatia
din enunt, care este echivalenta cu ea, este adevarata.
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Problema 2. in tetraedrul ABCD, cu lungimile muchiilor AB, BC si CA proportionale cu
numerele 3,4 respectiv 5, se construieste M’ simetricul lui M fata de B, unde M € (CD). Aratati
ca AM = AM’ daca si numai dacd AB L (BCD).

Solutie si barem:

Rezolvare Punctaj
1. (=) AM=AM’ = AB 1 (BCD)
Din AM =AM’ = AAMM’ este isoscel 1p

M’ simetricul lui M fata de B = M’B = MB = [AB] este mediana

= [AB] este indltime = ABL MM’ (1) 1p

Din (AB, BC, CA) direct proportionale cu (3,4,5) = AB =3k,
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BC =4k, CA =5k = conform teoremei reciproce a lui Pitagora =

AABC dreptunghic in B = AB L BC (2) 1p
Din(1)si(2) = AB_L(BCD) 1p
2. | (¢)ABL(BCD) = AM =AM’
Din M’ simetricul lui M fata de B = M’B =MB = [AB] este 1p
mediana
Din AB L (BCD) = [AB] este inaltime 1p

= AAMM’ este isoscel = AM = AM’.

1p
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Problema 3. Tntr-o urni se afla o bila cu cfra 1 inscrisd pe ea , doud bile cu cifra 2 inscrisa pe

fiecare dintre ele si asa mai departe , n bile cu numarul n inscris pe fiecare dintre ele . Se extrag

o . o < 1
doua bile si probabilitatea ca suma numerelor de pe cele doud bile extrase sa fie 2n-1 este e
Calculati n.

Solutie si barem:

Rezolvare Punctaj
L n(n+1) 1p
fnumniseafla 1+2+3+...+Nn= 5 bile.
2. Numarul total de cazuri este: 3p

1+2+3+...+

n(n+1) 1 n(n +1)[n(n +1) _1]1_
2 - 2

2 2
_n(n+)(n*+n-2) n(n+)(n-1)(n-2)
8 8 '
3. Pentru a calcula numarul cazurilor favorabile trebuie sa 1p

tinem cont cd suma 2n-1 se poate obtine doar daca pe una din bile

este scris n-1 si pe cealalta n, deci sunt n(n-1) cazuri favorabile.

4. p_nr cazuri favorabile n(n-1) 1 2p
~ nr.totaldecazuri n(n+)(n-D(n+2) 9
8
8

(n+1)(n+2) :%:(n+1)(n+2)=8'9:>n=7,
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Problema 4. Fie A, B, C, D puncte necoplanare, G centrul de greutate al triunghiului BCD si
punctul ME(AG). Fie {P}=ABN(CDM), {Q}=AC N(BDM) si {R}=ADN(BCM).

a) Arataficd’ze =3-22:  b)Demonstrafi ¢ (PQR) || (BCD) .

Solutie si barem:

Rezolvare Punctaj
1. | G centrul de greutate al triunghiului BCD :>D’G=§ DD’ = 2p
DD’
e = 3.

in AABB’= B’M NAB = {P} =PcAB, Pec B'M

B’ CD, CDc(CDM) = B’ (CDM) — B’Mc(CDM) p =
M e (CDM) }

— {P}=ABN(CDM).

Analog, D’M NAD = {R} = {R}=ADN(BCM),

C’M NAC = {Q} = {Q}=ACN(BDM).

2. | In AADG, cu transversala RD’ = conform teoremei lui Menelaus = 2p
AR DD’ MG AM AR
=% v a1 e =3 e D)

3. | In AABG, cu transversala PB’ = conform teoremei lui Menelaus = 1p
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= (PQR) || (BCD)

AP BB’ MG AM AP
pEe - 1w =3 @
. AR 1 AM
Din (1) :>ﬁ—§m
A2 conform teoremei
~ %P R 1p
. AP 1 AM
Din (1) 35—5@
reciproce a lui Thales =PR || BD
Analog =PQ ||BC = 1p




