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CLASA a X-a

Problema 1. Pentru a € (0,00)\{1}, aflati solutiile reale ale ecuatiei

a® = 2" +log,(log, ).

Problema 2. Aratati ca, oricare ar fi numerele complexe 2 si 25, are loc inegalitatea

’ Z1 + 29 | + | 21— 29 !S |2’1| + |2’2‘ +max{|z1|, |2’2|}

Problema 3. Fie Z C C o multime de n numere complexe, n > 2. Aratati ca pentru
. o n .o . ...
orice numar natural nenul m < 5 exista o submultime U cu m elemente a multimii Z

astfel ca

>z

zeU

< Zz

z€Z\U

Problema 4. Fie M = {1,2,...,n},unde n > 2 si P(M) = {P | P C M} multimea
partilor lui M. Determinati numarul functiilor f : P(M) — P(M) care au proprietatea:

|f(A)N f(B)| = |AN B, pentru orice A, B € P(M).

(Am notat cu | X| numarul de elemente ale multimii X.)

Timp de lucru 4 ore.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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CLASA a X-a — solutii si bareme
Problema 1. Pentru a € (0,00)\{1}, aflati solutiile reale ale ecuatiei
a® = 2% + log, (log, ).

Solutie. Fie t = log, . Din conditiile de existenta avem = > 0 si t > 0. Ecuatia se rescrie

a® = '8 (") L log, t, adich a® = a™ £ 110G, . oo 2p
Adunénd log, = obtinem a® + l0ogax = a™ 4+ 108, (Tt). . .veriii i 2p
Functia f: (0,00) = R, f(x) = a” + log, x este strict monotona, deci injectiva, prin urmare
obtinem x =at,decit =1SiT=a. ... i 3p

Problema 2. Aratati ca, oricare ar fi numerele complexe z1 si z2, are loc inegalitatea

|21+ 22 |+ | 21 — 22 [< [21] + |22 + max{|z1], [22]}-

Solutie. Daca z; = 0 sau zp = 0 avem egalitate. In continuare consideram 21,22 €
C*. Fara a restrange generalitatea putem presupune |z1| < |zo|. Astfel, inegalitatea devine
|21+ 22 |+ 21— 22 [< |z +2[22] (1) oovveei 2p

Impartind cu [22| i notand z = 21, inegalitatea (1) se scrie | z+1 [+ | 2 —1[< [2[+2, unde
Z2ECH 2] S L (2) ottt 1p

Ridicénd la patrat si folosind identitatea paralelogramului, | z + 1 [*+| z — 1 |* = 2(|z[2+1),
inegalitatea (2) devine echivalentd cu [2]? +2[2%2 — 1] <4|z| +2. ..o, 2p

Cum |22 — 1| < |2]2 + 1, este suficient sd demonstram ci |z|2 + 2(|z|2 + 1) < 4]z| + 2, care
conduce la |z|(3|z| —4) < 0, inegalitate adevarata deoarece |z| € (0,1]. ..o, 2p

Problema 3. Fie Z C C o multime de n numere complexe, n > 2. Aratati ca pentru orice

o n .o . L
numar natural nenul m < 5 exista o submultime U cu m elemente a multimii Z astfel ca

>z

zeU

< Zz.

zeZ\U

. v n . w e o . . o
Solutie. Daca m = 5 deci n = 2m este numar par, partitionam arbitrar multimea Z in

doua submultimi Z; si Zz cu cate m elemente si daca Z z1| < Z 29| alegem U = Z; iar

in caz contrar alegem U = Zo. ...t 1p



o n . . o . .
Daca m < —, deci 2m < n, presupunem prin absurd ca pentru orice submultime U C Z cu

m elemente si V = Z \ U avem inegalitatea contrara: Z ul > Z v|, adica
uelU veV
Z|u|2—|— Z up - ug > Z\v|2 Z U D2e ettt 1p
uelU u1Fug veV V1 F£v2
u172€U v1,2€V
Adunéand aceste relatii pentru toate cele C' submultimi U si notand S; = Z ER
2€Z
Sy = Z 21 - Z2, obtinem:
21722
21,2€Z
C-m cm . A? Cr-(n—m) cm . A?
Gy o Om g T T\VTI) g Pn T nem g
1 A2 2 o 1 A P
........................................................................................... 3p
n—2m A2 — A2 .
Deducem ca S+ e85 <0, adici = ~(Sl+52) < 0, deci S1+8S2 < 0,
2 A
prin urmare Z z| <0,ceeaceestefals. ... ... 2p
2€Z

Problema 4. Fie M = {1,2,...,n}, unde n > 2 si P(M) = {P | P C M} multimea

partilor lut M. Determinati numarul functiilor f : P(M) — P(M) care au proprietatea:
|f(A)N f(B)| =|AN B|, pentru orice A, B € P(M).

(Am notat cu | X| numarul de elemente ale multimii X.)

Solutie. Pentru A = B in relatia din ipoteza avem |f(A)| = [f(A4) N f(A)] = [AN A = [4],
deci | f(A)| = | A|, pentru orice A € P(M). In particular, observam ci f() =

Pentru orice i,j € {1,2,...,n},i # javem |[f({i}) N f({i})| = [{i} n{j}| = O deci f({i}) #
f{7}). Cum f({i}) are un element, pentru orice ¢ € {1,2,...,n}, vom avea f({i}) = {a;},
pentru orice i € {1,2,...,n}, unde aj, as,...a, este o permutare a numerelor 1,2, ..., n.

Aratam mai departe ca orice functie cu proprietatea din ipoteza este complet definita de
valorile ei pe multimile de un element si ca pentru orice permutare ag,as,...,a, a numerelor
1,2,...,n o astfel de functie verifica.

Daca B C A, atunci AN B = B, deci |[AN B| = |B| si atunci |f(B)| = |B| = |ANB| =
F(A) N F(B)]. Cum insi f(A) N f(B) C f(B), avem f(B) = f(A) N f(B), deci f(B) C f(A).
Fie A = {b1,b2,...,b} € P(M) o submultime oarecare. Atunci, pentru orice ¢ € {1,2,...,k}
avem {b;} C A, deci {ap,} = f ({b;}) C f(A). Atunci U,;p {an,} C f(A). Dar k = |f(A4)| =

|U1<z‘<k (A) = Uicice {an} ={ap, |1 <i< k) oo 3p
Reciproc, pentru orice astfel de functie, data de o permutare oarecare ay,as,...,a, a nu-
merelor 1,2,...,n, si pentru orice multimi A = {by,ba,...,b;} si B = {c1,¢ca,...,¢p}, numarul
de elemente comune ale multimilor f(A) = {ap,, ap,,-..,ap,} si f(B) = {acl,ac27 .. ,acp} este
egal cu numarul de indici comuni dintre by, by, ..., by sici,co,...,¢cp, adica [ANDB|. ....... 2p
Asadar, numarul de functii cautate este p,, = n! ........................................ 1p
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