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OLIMPIADA NAŢIONAL¼A DE MATEMATIC¼A

Etapa local¼a - 5. 03. 2016

Clasa a IX � a

Problema 1. S¼a se arate c¼a, pentru orice x 2 R şi orice a; n 2 N�; au loc:
a) jx+ aj+ jx� a2j � a2 + a;

b) jx+ 1j+ jx+ 2j+ : : :+ jx+ nj+ jx� 12j+ jx� 22j+ : : :+ jx� n2j � n(n+ 1)(n+ 2)

3
:

Problema 2. Fie A = fx 2 R j [x] � fxg = 1g. Demonstra̧ti c¼a:
a) dac¼a x 2 A, atunci x2 = [x]2 + fxg2 + 2;
b) dac¼a x1; x2; : : : ; x2016 2 A şi x1 < x2 < : : : < x2016; atunci�

x21 + x
2
2 + : : :+ x

2
2016

	
= fx1g2 + fx2g2 + : : :+ fx2016g2:

Problema 3. Fie ABCD un patrulater convex de arie 27 m2 şi O interseçtia diagonalelor sale.

S¼a se arate c¼a centrele de greutate ale triunghiurilor AOB, BOC, COD, DOA sunt vârfurile unui

paralelogram a c¼arui arie se cere.

Problema 4. Fie ABCD un trapez cu AB k CD şi (AC) \ (BD) = fOg: Dac¼a M 2 (AD) şi
N 2 (BC) astfel încât punctele M;O şi N s¼a �e coliniare, atunci:

a) exprima̧ti vectorii
��!
OM şi

��!
ON în funçtie de vectorii

�!
OC şi

��!
OD;

b) demonstra̧ti c¼a
AB

CD
� 1

2

�
NB

CN
+
MA

DM

�
:

1Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problem¼a se noteaz¼a de la 0 la 7.



OLIMPIADA NAŢIONAL¼A DE MATEMATIC¼A
Etapa local¼a - 5. 03. 2016

BAREM DE CORECTARE - Clasa a IX � a

Problema 1. S¼a se arate c¼a, pentru orice x 2 R şi orice a; n 2 N�; au loc:
a) jx+ aj+ jx� a2j � a2 + a;

b) jx+ 1j+ jx+ 2j+ : : :+ jx+ nj+ jx� 12j+ jx� 22j+ : : :+ jx� n2j � n(n+ 1)(n+ 2)

3
:

Barem de corectare.
(2p) a) jx+ aj+ jx� a2j � jx+ a+ a2 � xj = a2 + a;

b) Membrul stâng al rela̧tiei se scrie:

(2p)
nP
k=1

(jx+ kj+ jx� k2j) �
nP
k=1

(k2 + k) =
nP
k=1

k2 +
nP
k=1

k

(2p) =
n(n+ 1) (2n+ 1)

6
+
n(n+ 1)

2

(1p) =
n(n+ 1)(n+ 2)

3

Problema 2. Fie A = fx 2 R j [x] � fxg = 1g. Demonstra̧ti c¼a:
a) dac¼a x 2 A, atunci x2 = [x]2 + fxg2 + 2;
b) dac¼a x1; x2; : : : ; x2016 2 A şi x1 < x2 < : : : < x2016; atunci�

x21 + x
2
2 + : : :+ x

2
2016

	
= fx1g2 + fx2g2 + : : :+ fx2016g2:

Barem de corectare.
(2p) a) x2 = ([x] + fxg)2 = [x]2 + fxg2 + 2 � [x] � fxg = [x]2 + fxg2 + 2

(1p) b) Dac¼a x 2 A; atunci [x] = 1

fxg � 2;

(1p) iar dac¼a x; y 2 A; atunci x < y ) [x] < [y]:

(2p) Fie acum x1; x2; : : : ; x2016 2 A; cu x1 < x2 < : : : < x2016: Atunci [x1] < [x2] < : : : < [x2016]; de

unde, pentru �ecare k 2 f1; 2; :::; 2016g ; avem [xk] � k + 1; adic¼a fxkg2 =
1

[xk]
2 �

1

(k + 1)2
. Deci

2016P
k=1

fxkg2 �
2016P
k=1

1

(k + 1)2
<

2016P
k=1

1

k (k + 1)
= 1� 1

2017
< 1; adic¼a

�
2016P
k=1

fxkg2
�
=

2016P
k=1

fxkg2:

(1p) Aşadar,
�
2016P
k=1

xk
2

�
=

�
2016P
k=1

[xk]
2 + 2 � 2016 +

2016P
k=1

fxkg2
�
=

�
2016P
k=1

fxkg2
�
=

2016P
k=1

fxkg2:



Problema 3. Fie ABCD un patrulater convex de arie 27 m2 şi O interseçtia diagonalelor sale.

S¼a se arate c¼a centrele de greutate ale triunghiurilor AOB, BOC, COD, DOA sunt vârfurile unui

paralelogram a c¼arui arie se cere.

Barem de corectare. Fie G1; G2; G3; G4 centrele de greutate ale triunghiurilor AOB; BOC;
COD respectiv, DOA şi P un punct oarecare în plan. Avem:

(2p)
���!
G1G2 =

��!
PG2 �

��!
PG1 =

1

3
(
�!
PO +

��!
PB +

�!
PC ��!PO ��!PA���!PB) = 1

3
(
�!
PC ��!PA) = 1

3
(
�!
AC)

(2p)
���!
G4G3 =

��!
PG3 �

��!
PG4 =

1

3
(
�!
PO +

�!
PC +

��!
PD ��!PO ���!PD ��!PA) = 1

3
(
�!
PC ��!PA) = 1

3
(
�!
AC)

(1p) Deci
���!
G1G2 =

���!
G4G3, adic¼a G1G2G3G4 este un paralelogram.

(1p) Analog se arat¼a c¼a
���!
G2G3 =

���!
G1G4 =

1

3
(
��!
BD); adic¼a paralelogramul G1G2G3G4 are laturile paralele

cu diagonalele patrulaterului ABCD:

(1p) A[G1G2G3G4] = G1G2 �G1G4 � sin ( \G1G2; G1G4) =
1

3
AC � 1

3
BD � sin ( \AC;BD) =2

9
�A[ABCD] = 6 m2:

Problema 4. Fie ABCD un trapez cu AB k CD şi (AC) \ (BD) = fOg: Dac¼a M 2 (AD) şi
N 2 (BC) astfel încât punctele M;O şi N s¼a �e coliniare, atunci:

a) exprima̧ti vectorii
��!
OM şi

��!
ON în funçtie de vectorii

�!
OC şi

��!
OD;

b) demonstra̧ti c¼a
AB

CD
� 1

2

�
NB

CN
+
MA

DM

�
:

Barem de corectare.

(2p) Not¼am
AB

CD
= k;

NB

CN
= q;

MA

DM
= p: Din asem¼anarea triunghiurilor �AOB � �COD rezult¼a

c¼a
AB

CD
=
OA

OC
=
OB

OD
; de unde,

( �!
OA = �k � �!OC
��!
OB = �k � ��!OD

(2p) Din
MA

DM
= p; se ob̧tine c¼a

��!
OM =

�k � �!OC + p � ��!OD
1 + p

;

iar din
NB

CN
= q; se ob̧tine c¼a

��!
ON =

�k � ��!OD + q � �!OC
1 + q

:

(1p) Deoarece vectorii
��!
OM şi

��!
ON sunt coliniari, rezult¼a c¼a

�k
q
=

p

�k ; adic¼a k
2 = pq:

(2p) Aşadar, k =
p
pq � p+ q

2
; de unde se ob̧tine c¼a

AB

CD
� 1

2

�
NB

CN
+
MA

DM

�
:

1Fiecare corector acord¼a un num¼ar întreg de puncte;
2Orice alt¼a rezolvare corect¼a se puncteaz¼a corespunz¼ator.


