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Problema 1. Sa se arate ca, pentru orice z € R si orice a,n € N*, au loc:

a) |z +a|l+ |z —a?| > a® + a;

n(n+1)(n+ 2)'

b) e+ 1+ ]z +2[+...+|z+n|+]z— 13| +]z -2 +...+ |z —n? > 3

Problema 2. Fie A={z € R | [z]-{z} = 1}. Demonstrati ca:
a) dacd x € A, atunci 22 = [z]? + {z}* + 2;
b) daca x1, s, ..., Te016 € A gl X1 < T2 < ... < Tog16, atunci

{.CE% + 37% 4+ ...+ 13016} = {.’1)’1}2 + {1’2}2 + ...+ {$2016}2.

Problema 3. Fie ABCD un patrulater convex de arie 27 m? si O intersectia diagonalelor sale.

Sa se arate ca centrele de greutate ale triunghiurilor AOB, BOC, COD, DO A sunt varfurile unui

paralelogram a carui arie se cere.

Problema 4. Fie ABCD un trapez cu AB || CD si (AC) N (BD) = {O}. Daca M € (AD) si

N € (BC) astfel incat punctele M, O si N si fie coliniare, atunci:

. . .o —H . —% . .o H . —%
a) exprimati vectorii OM si ON in functie de vectorii OC si OD;

b d trati AB<1 NB+MA
emonstrati ca cpSs\ey Toar )

! Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problems se noteazd de la 0 la 7.
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Problema 1. Sa se arate ca, pentru orice = € R si orice a,n € N*, au loc:
a) |z +a|+|z—a?l > a®+ a;
nn+1)(n+2)

b) [+ 1+ |z +2)+...+|z+n|+|z -1+ |z -2 +...+ |z —n? >

3

Barem de corectare.
a) |z +a|l+ |z —a® > |z +a+a® — x| =d®+q
b) Membrul stang al relatiei se scrie:

Sz+kl+lz—Fk) > > (KP+k)=> K+ >k

k=1 k=1 k=1 k=1

nn+1)2n+1) n(n+1)
— +
6 2

_n(n+1)(n+2)

B 3
Problema 2. Fie A={z €R | [2]-{z} = 1}. Demonstrati ca:

a) daci x € A, atunci 2% = [z]? + {2}2 + 2;

b) daca T1,%2,...,T216 € A §1 T < Tog < ...< T9016, atunci

{a7+ a3+ . +adp6) = {o ) + {2 PP + ... + {22016}
Barem de corectare.
a) 2* = ([a] + {2})* = [a]” + {2}> + 2 [a] - {a} = [a]* + {2}* + 2
1
b) Dacd = € A, atunci [z] = — > 2,
{z}
iar dacd z,y € A, atunci z < y = [z] < [y].
Fie acum 1, Zs,...,To016 € A, cux; < o < ... < Togie. Atunci [z1] < [x2] < ... < [T2016], de
1 1
unde, pentru fiecare k € {1,2,...,2016} , avem [z3] > k + 1, adicd {z;}* = 5 < 5. Deci
[zk] (k+1)
Shrrsy ey o 17 < dadica { 3 (07} = 3 ()
xp}? < — < ———=1——— <1, adicd x = TR}

=" o (k417 S k(k+1) 2017 =t i

Asadar, {%ﬁ xk?} = {2%16 [z1]> + 2 - 2016 + 2§6{xk}2} = {20216{xk}2} = 2§6{xk}2.

k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
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Problema 3. Fie ABCD un patrulater convex de arie 27 m? si O intersectia diagonalelor sale.
Sa se arate ca centrele de greutate ale triunghiurilor AOB, BOC, COD, DO A sunt varfurile unui

paralelogram a carui arie se cere.

Barem de corectare. Fie G1,Gs, G3, G4 centrele de greutate ale triunghiurilor AOB, BOC,

COD respectiv, DOA si P un punct oarecare in plan. Avem:

e T e 1 — — 1 —
G1Gy = PGy — PG = §(PO +PB+ PC—-PO—-PA—-PB)= §(PC — PA) = §<AC)

] e —_s = == — ] — — 1 —
G4G3 = PGy — PGy = §(PO + PC+ PD — PO —PD — PA) = §(PC — PA) = §(AC)
Deci G1G2 G4G3, adica G1G2G3Gy este un paralelogram.

— 1 —
Analog se arata ca GoG3 = G1G4 = §(BD)’ adica paralelogramul G1G>G3Gy are laturile paralele

cu diagonalele patrulaterului ABCD.
= G1G2-G1Gy - sin (GlG/m_ElGO =

1 1 . —— 2
A[GIG2G3G4} §AC . gBD + SIn (AC, BD) :§ . A[ABCD] = 6 mz_

Problema 4. Fie ABCD un trapez cu AB || CD si (AC) N (BD) = {O}. Daca M € (AD) si
N € (BC) astfel incat punctele M, O si N s fie coliniare, atunci:

. . .o é . % . .o % . é
a) exprimati vectorii OM §1 ON in functie de vectorii OC' si OD;

b) d t NB + MA
monstrati cd — < = [ =— + ——
emonstraf] CaCD—2 CN " DM
Barem de corectare.
AB NB MA . . . . N
Notam D = k, oN = % paf = P Din asemanarea triunghiurilor AAOB ~ ACOD rezulta
— —
AB ~0A OB d d OA=—-k-0C
e unde
“Cb~0oC oD’ ")l OB=—k-0OD
MA k-OC +p-OD
—% — . .
Din Dar =~ Prse obtine ca OM = 7 ++pp ,
k-OD+q-0C
——> —_— . .
iar din oN = q, se obtine ca ON = 7 ++qq .
é % JR—
Deoarece vectorii OM si ON sunt coliniari, rezulta ca — = = adica k? = pq.
q R
AB 1 (/NB MA
= <274 < ([=+==).
Asadar, k = \/pq , de unde se obtine ca —— oD =3 (CN + DM)

! Fiecare corector acords un numdér intreg de puncte;
2Qrice alt# rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.



