Olimpiada n#onali de matematic
Etapa loca, 15 februarie 2014

Clasaa X a

1. Se considerun nundr natural nenuh fixat si pentru orice nurir natural kD{O,l,Z,...n}
-k k
se noteax ay = (\/E)n [Q(‘/é) . Determina numerele naturale pentru care mtimea

A={ay,a,ay,...a,} conine exact 10 numeretianale.

* k%

2. Determina numerele natural@ =1 pentru caren=log, (1+n)+ logzn.
Lucian Dragomir, supliment Gazeta Matematica 9/2013

3. Senoteazcu F mukimea fungiilor f:R - R care au proprietatea
f(X)f(y)=f(x+y), Ox,yOR
si, pentru oricef 0.7, se considermultimea H(f) ={xOR/ f (x) =1}
a) Aratati ca exisd g[JF si determina Tn acest cazH (g)
b) Demonsttaca, daa f OF, atunci f nu este surjectiv

c) fOF este injectid daci si numai dag H(f)={0}.

*k*k

4. Se considernumerele reala,b,c si multimile A:{zDC\R | 2+ azDR} ,

B={2D<C\R|22+b_z+czDR} . Aratati ci A=B dadi si numai dag a+b=c.
RMT 1/2011

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii. Timp delucru: 3 ore.
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nk k _ (4p)
1) a =22 (B*0Q - n—zk,EDZ
n0{36,38 (3p)
(2) Se obserwsolujile n=1,n=3
log, 3+ log; 2> 2= n= Z nu este solie (1p)
1
log, 5<g si log; 4<g , &adar nicin =4 nu este solie (1p)
log, 6+ logz 5< 3+ 2= 5= n= !nu este sokie (1p)
Pentrun=6 se demonstreazrin indugie ¢ log, (1+ n)<g sau2" > (n+1)2
(2p)
si loggn <g sau3">n?, de undelog, (1+n)+ loggn <n; asadar ecuga are doar sotiile
observate inial
(3) a) de exempl(x) = = H(g) ={0} (1p)
2
b) Facem substitile X — g,y - —);:> f(x)= fz[zzjz 0,0x0OR= f nueste (@p)
surjecti;
c) (I) pentrux =y =0= f2(0)= f (0)= f (0)= O sad (Of : (2p)
Daci f(0)=0, atunci pentruy =0,x0R = f(0)f (x)=f (X)= f (X)=0,0x0R, deci f nu
e injectii. Dac f(0)=1,cum f este injecti# deducemf (x) #1,0x0OR" .
(IN.Reciproc, in relga dati facem substitia y - -y= f(X)f(-y) = f(x-y)(2).
Dac y=x= f(X)f(-x)=f(0)= =1= f(—x):%si acum relga (1) se scrie (2p)
X
f(x) .
m: f(x-y).Consideim x,y cu f(x)=f(y)= f(x-y)=1=
y
(x-y)OH(f)=>x-y=0= x=y adia f este injectid.
(4) 22 +bz+cz=7%+bz+bz+(c—b)zOR dacisi numai daa z2 +(c-b)zOR (2p)
Daci c-b=a atunci, cumbz+bzOR,0zOC\R, deducemz A=B. (3p)
Reciproc, dat A=B, luam z= —g +i0Asi avem (—% + ij((c— b) - —% + ijDR , de unde (2p)
c=a+b
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