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Problema 1. Aritati ci ( 08,0 +1og; 6 + logg 7+ ... + 10gyg5 20 6) .

2012
Problema 2. Fie 2,2, € C, astfel incat |2; + 2| = V3 si |21] = |22] = 1. S& se arate ci

|2’1 — 2’2‘ =1.

Problema 3. Si se determine functiile f : (0,00) — R cu proprietatea

In(zy) < f(x) + fly) —z—y < flzy) —zy, (V)z,y € (0,00).

Problema 4. Se considera functia surjectiva f : N — N si functia strict crescatoare g : N — N,
astfel incat f(z) > g(x), pentru fiecare x € N.

a) Ardtati cd f(x) = g(x), (V) z € N;

b) Calculati f(1) — g(2) + f(3) — g(4) + ... + f(2015) — g(2016).

!Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problemi se noteazs de la 0 la 7.
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Problema 1. Aritati ci ( 084 5 +logs 6 4 logg 7+ ... + 10gyy;5 20 6) o5

2012
Barem de corectare. Utilizand inegalitatea dintre media aritmetica si geometrica se obtine:

log, 5 4 logs 6 + ... + logyg;5 2016
2012

2012

2012

= log, 2016

> log, 1024 =5
Problema 2. Fie 2,2, € C, astfel incat |2; + 25| = V3 si |21] = |22| = 1. S& se arate ci
|Zl — ZQ| =1.

Barem de corectare.

Se foloseste faptul cd |z|* = z - Z, pentru orice z € C.
Z1 Z9

Deoarece, 3 = (21 + 22)(Z1 + 22) = 2121 + 2122 + Z120 + 2220 = 2+ - + P
2 1

se obtine (27 — 22)? = —21 29, de unde rezultd ci |z; — 25| = 1.

Problema 3. S3 se determine functiile f : (0,00) — R cu proprietatea

In(zy) < f(x) + fly) —z—y < flzy) —2y, (V)z,y € (0,00).

Barem de corectare.
Din In(xy) < f(xy) — xy, rezultd f(t) — ¢ > Int, (V) ¢ € (0,00).
Daca notdm f(z) — x = g(z), atunci

In(zy) < g(z) + g(y) < g(zy), (V) z,y € (0,00).
Pentru z = y = 1 avem 0 < 2¢(1) < ¢(1), adica g(1) = 0.

1
Pentru y = —, obtinem:
x

0§g(x)+g(§) §0:>g(x)+g(§)=0:>(g(.r)—lna:)+<g(%)—lng) 0.

1 1
Cum ¢(t) > Int, pentru orice t € (0,00), rezultd cd g(z) —Inz = g( =) —Iln— = 0, adica
T

flz)=Inz + .



Problema 4. Se considera functia surjectiva f : N — N gi functia strict cresciatoare g : N — N,
astfel incat f(z) > g(x), pentru fiecare x € N.

a) Aratati cd f(z) = g(x), (V) v € N;

b) Calculati f(1) — ¢(2) + f(3) — g(4) + ... + f(2015) — ¢(2016).

Barem de corectare.

(3p) a) Deoarece f este surjectiva, rezultd ca exista ng € N, astfel incat f(ng) = 0. Rezultd g(ng) <0,
de unde g(ng) = 0. Dacd ng > 0, atunci 0 = g(ng) > ¢g(0) > 0, absurd, deci ng = 0. Rezultd
f(0) = g(0) = 0.

(2p) Prin inductie, se aratd ca f(n) = g(n) =n, (V) n € N.

(2p) b) Prin calcul direct avem: f(1) — ¢(2) + f(3) — g(4) + ... + f(2015) — ¢(2016) = —1008.

I Fiecare corector acords un numir intreg de puncte;
2QOrice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzitor.



