
6

OLIMPIADA NAŢIONAL¼A DE MATEMATIC¼A

Etapa local¼a - 5. 03. 2016

Clasa a X � a

Problema 1. Ar¼ata̧ti c¼a
�
log4 5 + log5 6 + log6 7 + :::+ log2015 2016

2012

�2012
> 5:

Problema 2. Fie z1; z2 2 C; astfel încât jz1 + z2j =
p
3 şi jz1j = jz2j = 1. S¼a se arate c¼a

jz1 � z2j = 1.

Problema 3. S¼a se determine funçtiile f : (0;1)! R cu proprietatea

ln(xy) � f(x) + f(y)� x� y � f(xy)� xy; (8)x; y 2 (0;1):

Problema 4. Se consider¼a funçtia surjectiv¼a f : N ! N şi funçtia strict cresc¼atoare g : N ! N,
astfel încât f(x) � g(x), pentru �ecare x 2 N:
a) Ar¼ata̧ti c¼a f(x) = g(x), (8) x 2 N;
b) Calcula̧ti f(1)� g(2) + f(3)� g(4) + :::+ f(2015)� g(2016):

1Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problem¼a se noteaz¼a de la 0 la 7.



OLIMPIADA NAŢIONAL¼A DE MATEMATIC¼A
Etapa local¼a - 5. 03. 2016

BAREM DE CORECTARE - Clasa a X � a

Problema 1. Ar¼ata̧ti c¼a
�
log4 5 + log5 6 + log6 7 + :::+ log2015 2016

2012

�2012
> 5:

Barem de corectare. Utilizând inegalitatea dintre media aritmetic¼a şi geometric¼a se ob̧tine:

(3p)

�
log4 5 + log5 6 + :::+ log2015 2016

2012

�2012
>
�
2012
p
log4 5 � log5 6 � ::: � log2015 2016

�2012
(2p) = log4 2016

(2p) > log4 1024 = 5

Problema 2. Fie z1; z2 2 C; astfel încât jz1 + z2j =
p
3 şi jz1j = jz2j = 1. S¼a se arate c¼a

jz1 � z2j = 1.

Barem de corectare.
(2p) Se foloseşte faptul c¼a jzj2 = z � �z; pentru orice z 2 C:

(3p) Deoarece, 3 = (z1 + z2)(�z1 + �z2) = z1�z1 + z1�z2 + �z1z2 + z2�z2 = 2 +
z1
z2
+
z2
z1
,

(2p) se ob̧tine (z1 � z2)2 = �z1z2; de unde rezult¼a c¼a jz1 � z2j = 1.

Problema 3. S¼a se determine funçtiile f : (0;1)! R cu proprietatea

ln(xy) � f(x) + f(y)� x� y � f(xy)� xy; (8)x; y 2 (0;1):

Barem de corectare.
(2p) Din ln(xy) � f(xy)� xy; rezult¼a f(t)� t � ln t; (8) t 2 (0;1):
(2p) Dac¼a not¼am f(x)� x = g(x); atunci

ln(xy) � g(x) + g(y) � g(xy); (8)x; y 2 (0;1):

Pentru x = y = 1 avem 0 � 2g(1) � g(1), adic¼a g(1) = 0:

(3p) Pentru y =
1

x
; ob̧tinem:

0 � g(x) + g
�
1

x

�
� 0) g(x) + g

�
1

x

�
= 0) (g(x)� lnx) +

�
g

�
1

x

�
� ln 1

x

�
= 0:

Cum g(t) � ln t; pentru orice t 2 (0;1); rezult¼a c¼a g(x) � lnx = g

�
1

x

�
� ln 1

x
= 0; adic¼a

f(x) = lnx+ x:



Problema 4. Se consider¼a funçtia surjectiv¼a f : N ! N şi funçtia strict cresc¼atoare g : N ! N,
astfel încât f(x) � g(x), pentru �ecare x 2 N:
a) Ar¼ata̧ti c¼a f(x) = g(x), (8) x 2 N;
b) Calcula̧ti f(1)� g(2) + f(3)� g(4) + :::+ f(2015)� g(2016):

Barem de corectare.
(3p) a) Deoarece f este surjectiv¼a, rezult¼a c¼a exist¼a n0 2 N, astfel încât f(n0) = 0: Rezult¼a g(n0) � 0;

de unde g(n0) = 0. Dac¼a n0 > 0, atunci 0 = g(n0) > g(0) � 0, absurd, deci n0 = 0. Rezult¼a

f(0) = g(0) = 0:

(2p) Prin induçtie, se arat¼a c¼a f(n) = g(n) = n, (8) n 2 N:
(2p) b) Prin calcul direct avem: f(1)� g(2) + f(3)� g(4) + :::+ f(2015)� g(2016) = �1008.

1Fiecare corector acord¼a un num¼ar întreg de puncte;
2Orice alt¼a rezolvare corect¼a se puncteaz¼a corespunz¼ator.


