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1. Fie 4,BeM,(C) astfel incat det A =det B =1. Demonstrati cd Tr(A’lB -~ AB’I) =0.
Anca Andrei

Solutie.
Din relatia lui Cayley-Hamilton avem ca 4> —(Trd)A+1, =0, si B*—(TrB)B+1,=0,.

Inmultind prima egalitate cu 4~ si a doua cu B~ se deduce ci
A—(Tml)[2 +A4"=0, si B—(TrB)[2 +B'=0,.

Prima relatie se inmulteste la dreapta cu B iar a doua relatie se inmulteste la stanga cu 4 si obtinem
AB—(TrA)B+A"'B=0, si AB—(TrB)A+AB™' =0,

Deducem ca AB = (TrA)B ~A'B= (TrB)A ) — (TrA)B —(TrB)A =A"'B-AB"'

Trecind la urme rezultd ca (7rA)(TrB)— (TrB)(Trd) = Tr(A’lB - AB’l) = Tr(A’lB - AB’I) =0.
Barem.

AZ—(TrA)A+12=O2 si BZ—(TrB)B+IZ:O2 lp
A—(Trd)1,+ A" =0, si B—(TrB)I,+B™' =0, 2p
AB—(TrA)B+A"'B=0, si AB—(TrB) A+ AB™' =0, 1p
(TrA)B—(TrB)A:A‘IB—AB‘1 2p
Finalizare lp

2. Fie 4 o matrice patratica cu elemente intregi avand determinantul egal cu 2. Sa se demonstreze ca
cel putin un complement algebric al matricei 4 este numar intreg impar.
Gazeta Matematica
Solutie. Fie Ae M, (Z) cu det(4)=2 si A" adjuncta matricei 4.
A4 =(det(A))], = A-A4 =21, = det(d-4")=det(2,) = det(4)=2" (1)
Daci toti complementii algebrici ai matricei 4 sunt numere intregi pare, atunci A" are toate
elementele numere intregi pare ( elementele lui 4™ sunt complementii algebrici ai elementelor lui 4).

In det (A) putem “scoate in factor” pe 2 de pe fiecare linie si obtinem det(A*) =2"k,keZ (2)
Din relatiile (1) si (2) rezulta ca 1= 2k, k € Z absurd!

Barem.

A-A =21, 1p
det(4')=2"" 2p
det(4')=2"-k, keZ 3p
Finalizare 1p




3. Se considera sirul de numere reale strict pozitive (y,)  asa incat exista lim2e =7, /e (0,0).
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Daca sirul (x, )n>1 este definit prin x,,, =x, +—=—, Vne N si x, >0 dat, sd se demonstreze cd
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Anca Andrei
Solutie. Cum lim 22+ = ¢ , din criteriul Cauchy-D’Alambert rezulta ca limy/y, = /.
n—o yn n—x0

Deoarece x,,, —x, = >0, rezultd ca sirul (x,) _ este strict crescator .
nxl1
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Daca (xn )n>l ar fi marginit ar rezulta cd existd limx, = L € R i trecand la limita relatia de recurenta
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obfinemcd L =L +z, imposibil! Prin urmare sirul (x, )n>1 este nemdrginit, deci limx, =o0.
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Pe de altd parte, lim T~ _ i =— si aplicand criteriul Cesaro-Stolz obfinem ca
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Barem.
Din criteriul Cauchy-D’Alambert rezulta ca limy/y, =/ 1p
Demonstreaza ca (xn )nZl este strict crescator lp
Justificd limx, =oo 2p
lim 2zt — %o _ iy L1
n—oo (n+1)_n n—owo n[yn K 2p
o o 1
Din criteriul Cesaro-Stolz obtine ca lim™ =~ . lp
n—>x0 n

VneN.

n 2

4. Fie sirul de numere reale (x,) _ , astel incdt x,=a >0 si x,,, = x, ++/1+x,
Sa se studieze existenta limitei sirului (»"x,),., , unde y este numar real fixat.

Este posibil ca limita sirului (y"x,), ., sa fie 2015?

nx1

Dan Popescu

Solutie.

- Vs . ) . o
Daca x,=a=ctga, a € (O, E) , atunci se deduce inductiv ca x, = ctgz—n, VneN.

cos & ¢
7 7 2 n
Apoi y"x, = 2 V' = 2 ( ») -cosﬁ,Vnzl.
.a . a 2"
sin —- sin—-
2" 2"

Dupa ce se evalueaza limitele standard, se deduce limita / a sirului(y"x,) ., :

nxl *
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Sirul (»"x,),., nu are limitd pentru yS—E.
Da, se realizeaza limita /=2015 pentru y = 1 sl a=ctg——.
2 2015
Barem.
x, =ctg—, VneN 2p
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Sirul (»"x,),., nu are limitd pentru yS—E lp
[=2015 pentru -1 si a=ct 1 1
pert Y=y % 2015 P

Nota: Orice alta solutie corectd se va puncta corespunzator.




