OLIMPIADA DE MATEMATICA
Faza locala
Brasov, 28 februarie 2015

Clasa a VII-a

1. In triunghiul ABC dreptunghic in A, avem M mijlocul laturii (BC), E mijlocul lui
(AM), iar mB < mC. Fie MF1BE, F € (BE), MS1AB, S € (AB). Aratati ca

(a) AB < 2BE,
(b) AMF < 3MS.

Camelia Postolache

2. Se dau numerele:
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Stabiliti care dintre numerele v/a — 1, v/b, v/2ab este rational, justificand raspunsul.
Dorina Rapcea

3. In triunghiul ABC (AB < AC), bisectoarea interioarsi a unghiului A intersecteazi
latura BC' in punctul D si paralela prin C' la AB in punctul E, iar mediana cores-
punzatoare laturii BC intersecteaza aceeasi paralela in punctul N. Fie M simetricul

lui A fata de B, O mijlocul lui [BC| si {P} = MONBN. Aflati valoarea raportului

Aapym
ApmE

Sorina Stoian

4. (a) Aratati ca oricare ar fi numerele reale a, b, ¢ avem |a + b| + |a + ¢| > |b — ¢|.

(b) Demonstrati ca pentru orice numar real x avem

|z + 1| + o + 2| + |z + 3| + ... + |z +2014] > 1007>.
Gazeta Matematica 11/2014.

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect valoreaza 7 puncte.
Timp de lucru 3 ore.



Clasa a VII-a

1. In triunghiul ABC dreptunghic in A, avem M mijlocul laturii (BC), E milocul lui (AM), iar
mB <mC. Fie MFLBE, F € (BE), MSLAB, S € (AB). Ardtati cd

(a) AB < 2BE,

(b) AMF < 3MS.

Solutie.

(a)in AABC dreptunghic in A, AM mediana, deci AM = B¢ (1p)

In AABE, AB < AE + BE = B¢ + BE, 4AB < BC + 4BE.(2p)

Dar, BC < BE + EC, de unde 4AB < 5BE + EC. Cum mB < C avem mCME < mB/]\/.I'\E7 rezulta
EC < BE 5i 4AB < 6BE, AB < 3BE. (1p)

(b) Cum BE mediand in AABM, rezultd Aappm = 3Aaapm si 2BE - MF = AB - MS, (1p) sau
4-3BE-MF =3-2AB - MS. (1p)

Dar, 2AB < 3BE, de unde 4MF < 3MS. (1p)

2. Se dau numerele:
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Stabiliti care dintre numerele v/a — 1, v/b, \/2ab este rational, justificind rdspunsul.
Solutie.
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Astfel, vVa—1 = %8;. Cum %8; fractie ireductibila, iar ultimele cifre ale numaratorului si numi-

torului sunt 7, respectiv 8, rezulta ca nici numitorul, nici numéaratorul nu sunt patrate perfecte, deci
Va—T1= Y5 ¢ Q.(1p)

Vb= A/ 201542016 =~ 2013‘2016. Cum 2015-2016 este produs de numere consecutive, nu este patrat perfect,
deci Vb ¢ Q. (1p)

V2ab = \/2 - 20022015 - 504 = V20152 = 2015 € Q. (1p)

3. In triunghiul ABC (AB < AC), bisectoarea interioard a unghiului A intersecteazd latura BC in

punctul D si paralela prin C la AB in punctul E, iar mediana corespunzatoare laturii BC intersecteaza

aceeasi paraleld in punctul N. Fie M simetricul lui A fata de B, O mijlocul lui [BC| ¢i {P} = MONBN.
. . A

Aflati valoarea raportului AR

Solutie.



Cum ABNC paralelogram gi O mijlocul lui [BC] avem AO = ON. Deci, [OM] mediand in AAMN.
(1p)

Dar, AB = BM implicd [NB] mediana in AAMN. (1p)

Cum MO N BN = {P}, rezulta ci P este centrul de greutate al AAMN, deci Aaypp = %AAMN (1).
(2p)

pin AMHCE, N € CE, rezulta Agpyg = ABun. (1p)

In AAMN, [BN] mediana, deci Agyp = 3Aamn (2). (1p)

Din (1) si (2) se obtine 4424 — 2 (1p)

ABME 3

4.
(a) Ardtati ca oricare ar fi numerele reale a, b, ¢ avem |a +b| + |a+¢| = |b— c|.
(b) Demonstrati cd pentru orice numar real x avem

|z 4+ 1] + |z + 2| + | + 3| + ... + |z +2014| > 10072

Solutie.
(a) Stiind cd ||+ |yl Z |z —y| = |la+b|+|a+¢c| Z]la+b—a—c|=|b—¢|. (2p)
(b) Aplicand, pe rand relatia aratata la (a), obtinem

2+ 1]+ |z +2014] > |z +2014 —z — 1] = 2013,
|+ 2| +|z+2013] > |xr+ 2013 —x — 2| = 2011,

|z +1007| + |z + 1008] > |+ 1008 — 2 — 1007 = 1. (2p)
Insuméand inegalitatile, obtinem:
lz+ 1|+ |z 42|+ ... + |2 +2014] > 143 + ... + 2011 + 2013 = 10072, (1p)

unde

1+3+...4+2011+2013 = (1+2+..+2014) — (2+4+ ... +2014)
2014 -2015 1007 - 1008
= 5 -2 5 =10072.  (2p)




