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CLASA a IX-a — solutii

Problema 1. Consideram o functie f : N* — N* cu proprietatea ca

23 4+ 322 f (y) n v+ 3y f(x) _ (z+y)?
z+ f(y) y+ f(x) flx+y)’

pentru orice z,y € N*.
a) Aratati ca f(1) =
b) Determinati f.

Gazeta Matematica
4+4f(1)
1+3f(1)

Cum f(2) este numar natural, daca notam f(1) = a € N*, deducem ca 1+ 3a | 4 + 4a, deci
14+ 3a|3(4+4a) —4(1 + 3a), de unde 1 + 3a | 8. Asadar 1 + 3a este unul dintre divizorii lui 8,
singura posibilitate fiind 1 +3a =4, deci f(1) =a =1 .. ..o i, 2p

b) Observam ca functia f(z) = x, z € N*, verifica relatia din enunt deoarece

Solutie. a) Pentru z = y = 1, relatia din enunt conduce la f(2) =

v +32% P43 (v+y)’

T+y y+z x4y
........................................................................................... 1p
Aratam inductiv ca f(n) = n pentru orice n natural nenul. Cazul n = 1 fiind verificat,
presupunem ca f(k) = k pentru un anumit £ nenul si aratam ca f(k+1)=k+1.......... 1p
Pentru x = 1 si y = k, din enunt obtinem
1+3k+/~c3+3k2_(k+1)3 (k+1)3  (k+1)*
1+k E+1  f(kE+1) E+1  f(E+1)
Conchidem ca f(k+ 1) =k + 1, deci f(n) = n, pentru orice n natural nenul............ 2p
Problema 2. a) Aritati ci 223 — 322 4+ 1 > 0, oricare ar fi z > 0.
CLe < o o 2 2
b) Aratati ca, daca x, y, z sunt numere reale pozitive astfel incat =3,

1+x3+1+y3+1+z3 N
1—2z 1—y 1-=2

Z
1—x+ 22 + 1—y+y? + 1— 2+ 22
Solutie. a) 203 =322 +1 =223 222 — 22+ 1= (2 - 1)(22° —z — 1) = (x — 1)?(2x + 1) si,
cum (x —1)? > 0, oricare ar ﬁ x real, iar 2z + 1 > 0, oricare ar fi x > 0, rezulta cerinta. .. .. 3p

atunci

72
b) Avem de aratat ca Z 5.5 Z 0. 2 ................... 1p
Din ipoteza, Z g ac3 = 3 , deci este suficient sa aratam ca Z 155 = g ............ 1p
Din a) rezulta 7 12333 < 325 —|—+33§) = é ( — 1+13U3> si analoagele, iar prin adunare obtinem
Z 7 12333 <2-— %Z 1 —:ac?’ =2— % = %, ceea ce Incheie demonstratia................... 2p



Problema 3. a) Rezolvati in multimea numerelor naturale ecuatia 3* = z + 2.
b) Determinati perechile (x,y) de numere naturale pentru care x + 3¥ si y + 3% sunt numere
intregi consecutive.

Solutie. a) 0 nu este solutie si 1 este solutie ............ooiiiiiiiiiiiii ... 1p

Aratam prin inductie ca 3" > n + 2, oricare ar i n € N*, n > 2. Intr-adevir, pentru
n = 2 este evident, iar daca presupunem ca pentru un numar n > 2 avem 3" > n + 2, atunci
gntl —3.37 > 3(n+2) =3n+6 >n+ 3. Rezulta ca ecuatia are doar solutia 1........... 3p

b) Avem x # y si, datorita simetriei, putem analiza doar cazul x > y. In acest caz, folosind
inegalitatea demonstrata la a),

(y+3)—(x+3")=3Y3"Y-1)—(z-y) 21 (z—y+2)—-1) —(z—y)=1. (¥

Rezulta ca singura posibilitate ca numerele z +3Y si y 4 3% sa fie consecutive este ca inegalitatile
din (*) sa fie egalitati. Aceasta duce la 3V =1si z —y =1, de unde y = 0, z = 1. Din simetrie
obtinem solutiile (1,0) si (0, 1) .. .. oot 3p

Problema 4. Vom spune ca o multime de 6 puncte din plan este partajabila daca putem
nota elementele acesteia cu A, B,C, D, E, F' astfel incat sa obtinem triunghiurile ABC si DEF
avand acelasi centru de greutate.

a) Dati exemplu de multime partajabila.

b) Aratati ca, daca o multime plana are cel putin 7 puncte, atunci ea contine o submultime
de 6 puncte care nu este partajabila.

Solutie. a) Pentru |M| = 6, consideram M ca fiind multimea varfurilor a doud triunghiuri
echilaterale distincte A1 A2A3 si B;B2B3 inscrise intr-un acelasi cerc de centru O; acesta este
centrul de greutate COMUN . . ... .. .. e 1p

b) Considerdm o origine arbitrars fixatd si notdm cu @ s vectorul de pozitie al punctului
M. Observam ca, daca triunghiurile XY Z si UVT au acelasi centru de greutate W, atunci
7)(4-?3/4—72:37[/[/:7(]4-7\/4-71“ .............................................. 1p

Sa numim partaj cele doua triunghiuri avand acelasi centru de greutate. Sa presupunem ca
{A,B,C,D,E, P} are partajul ABC, DEP, deci o+ Up+ Vo = Up+ v+ 0p (¥).
Daca multimea M = {A,B,C,D,E,Q}, Q # P, este partajabila, partajul nu poate fi ABC,
DEQ: ar rezulta U4+ Vg + Vo = Up+ Vg + 7@, de unde, folosind (*), P = @ — fals.
Astfel — de exemplu — A, B sunt varfuri ale unui triunghi al partajului, iar C' al celuilalt. Atunci,
partajul multimii M poate fi doar de forma ABD, CEQ sau ABQ, CDE.................. 1p

In primul caz obtinem Ta+ U+ Up=T"c+ U+ 7Q7 de unde obtinem, folosind (*),
2(7(; - 7D) =Up— 7@, deci 258 = Q?, adica C"ﬁ = %I@ (**). Cu un argument similar,
in al doilea caz obtinem ﬁ = C@, deci ﬁ = %Pﬁ () 1p

Sa consideram acum o multime plana cu cel putin 7 puncte, sa alegem o submultime S a
el cu 7 elemente si sa presupunem ca orice submultime a lui S este partajabila. Sa notam cu
P si () punctele lui S pentru care distanta P() este cea mai mica dintre distantele dintre doua
puncte ale lui S si s notam A, B, C, D, E celelalte puncte ale lui S. Atunci relatiile (**) si (***)
contrazic minimalitatea distantei P(), deci presupunerea este falsa, q.ed. .................. 3p



