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CLASA a IX-a – solut, ii

Problema 1. Considerăm o funct, ie f : N∗ → N∗ cu proprietatea că

x3 + 3x2f(y)

x+ f(y)
+

y3 + 3y2f(x)

y + f(x)
=

(x+ y)3

f(x+ y)
,

pentru orice x, y ∈ N∗.
a) Arătat, i că f(1) = 1.
b) Determinat, i f .

Gazeta Matematică

Solut,ie. a) Pentru x = y = 1, relat, ia din enunt, conduce la f(2) =
4 + 4f(1)

1 + 3f(1)
. . . . . . . . . . . . 1p

Cum f(2) este număr natural, dacă notăm f(1) = a ∈ N∗, deducem că 1 + 3a | 4 + 4a, deci
1 + 3a | 3(4 + 4a)− 4(1 + 3a), de unde 1 + 3a | 8. As,adar 1 + 3a este unul dintre divizorii lui 8,
singura posibilitate fiind 1 + 3a = 4, deci f(1) = a = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

b) Observăm că funct, ia f(x) = x, x ∈ N∗, verifică relat, ia din enunt, deoarece

x3 + 3x2y

x+ y
+

y3 + 3y2x

y + x
=

(x+ y)3

x+ y
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
Arătăm inductiv că f(n) = n pentru orice n natural nenul. Cazul n = 1 fiind verificat,

presupunem că f(k) = k pentru un anumit k nenul s, i arătăm că f(k + 1) = k + 1. . . . . . . . . . 1p
Pentru x = 1 s, i y = k, din enunt, obt, inem

1 + 3k

1 + k
+

k3 + 3k2

k + 1
=

(k + 1)3

f(k + 1)
⇐⇒ (k + 1)3

k + 1
=

(k + 1)3

f(k + 1)
.

Conchidem că f(k + 1) = k + 1, deci f(n) = n, pentru orice n natural nenul . . . . . . . . . . . . 2p

Problema 2. a) Arătat, i că 2x3 − 3x2 + 1 ⩾ 0, oricare ar fi x ⩾ 0.

b) Arătat, i că, dacă x, y, z sunt numere reale pozitive astfel ı̂ncât
2

1 + x3
+

2

1 + y3
+

2

1 + z3
= 3,

atunci
1− x

1− x+ x2
+

1− y

1− y + y2
+

1− z

1− z + z2
⩾ 0.

Solut,ie. a) 2x3 − 3x2 + 1 = 2x3 − 2x2 − x2 + 1 = (x− 1)(2x2 − x− 1) = (x− 1)2(2x+ 1) s, i,
cum (x− 1)2 ⩾ 0, oricare ar fi x real, iar 2x+ 1 ⩾ 0, oricare ar fi x ⩾ 0, rezultă cerint,a. . . . .3p

b) Avem de arătat că
∑ 1− x2

1 + x3
⩾ 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Din ipoteză,
∑ 1

1 + x3
=

3

2
, deci este suficient să arătăm că

∑ x2

1 + x3
≤ 3

2
. . . . . . . . . . . .1p

Din a) rezultă
x2

1 + x3
⩽

2x3 + 1

3(1 + x3)
=

1

3

(
2− 1

1 + x3

)
s, i analoagele, iar prin adunare obt, inem∑ x2

1 + x3
⩽ 2− 1

3

∑ 1

1 + x3
= 2− 1

2
=

3

2
, ceea ce ı̂ncheie demonstrat, ia . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p



Problema 3. a) Rezolvat, i ı̂n mult, imea numerelor naturale ecuat, ia 3x = x+ 2.
b) Determinat, i perechile (x, y) de numere naturale pentru care x+3y s, i y+3x sunt numere

ı̂ntregi consecutive.

Solut,ie. a) 0 nu este solut, ie s, i 1 este solut, ie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
Arătăm prin induct, ie că 3n > n + 2, oricare ar fi n ∈ N∗, n ⩾ 2. Într-adevăr, pentru

n = 2 este evident, iar dacă presupunem că pentru un număr n ⩾ 2 avem 3n > n + 2, atunci
3n+1 = 3 · 3n ⩾ 3(n+ 2) = 3n+ 6 > n+ 3. Rezultă că ecuat, ia are doar solut, ia 1 . . . . . . . . . . . 3p

b) Avem x ̸= y s, i, datorită simetriei, putem analiza doar cazul x > y. În acest caz, folosind
inegalitatea demonstrată la a),

(y + 3x)− (x+ 3y) = 3y(3x−y − 1)− (x− y) ⩾ 1 ·
(
(x− y + 2)− 1

)
− (x− y) = 1. (∗)

Rezultă că singura posibilitate ca numerele x+3y s, i y+3x să fie consecutive este ca inegalităt, ile
din (∗) să fie egalităt, i. Aceasta duce la 3y = 1 s, i x− y = 1, de unde y = 0, x = 1. Din simetrie
obt, inem solut, iile (1, 0) s, i (0, 1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p

Problema 4. Vom spune că o mult, ime de 6 puncte din plan este partajabilă dacă putem
nota elementele acesteia cu A,B,C,D,E, F astfel ı̂ncât să obt, inem triunghiurile ABC s, i DEF
având acelas, i centru de greutate.

a) Dat, i exemplu de mult, ime partajabilă.
b) Arătat, i că, dacă o mult, ime plană are cel put, in 7 puncte, atunci ea cont, ine o submult, ime

de 6 puncte care nu este partajabilă.

Solut,ie. a) Pentru |M | = 6, considerăm M ca fiind mult, imea vârfurilor a două triunghiuri
echilaterale distincte A1A2A3 s, i B1B2B3 ı̂nscrise ı̂ntr-un acelas, i cerc de centru O; acesta este
centrul de greutate comun . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

b) Considerăm o origine arbitrară fixată s, i notăm cu −→v M vectorul de pozit, ie al punctului
M . Observăm că, dacă triunghiurile XY Z s, i UV T au acelas, i centru de greutate W , atunci
−→v X +−→v Y +−→v Z = 3−→v W = −→v U +−→v V +−→v T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Să numim partaj cele două triunghiuri având acelas, i centru de greutate. Să presupunem că
{A,B,C,D,E, P} are partajul ABC, DEP , deci −→v A + −→v B + −→v C = −→v D + −→v E + −→v P (*).
Dacă mult, imea M = {A,B,C,D,E,Q}, Q ̸= P , este partajabilă, partajul nu poate fi ABC,
DEQ: ar rezulta −→v A + −→v B + −→v C = −→v D + −→v E + −→v Q, de unde, folosind (*), P = Q – fals.
Astfel – de exemplu – A,B sunt vârfuri ale unui triunghi al partajului, iar C al celuilalt. Atunci,
partajul mult, imii M poate fi doar de forma ABD, CEQ sau ABQ, CDE . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

În primul caz obt, inem
−→v A +−→v B +−→v D = −→v C +−→v E +−→v Q, de unde obt, inem, folosind (*),

2(−→v C −−→v D) =
−→v P −−→v Q, deci 2

−−→
DC =

−−→
QP , adică

−−→
CD = 1

2

−−→
PQ (**). Cu un argument similar,

ı̂n al doilea caz obt, inem
−−→
PC =

−−→
CQ, deci

−−→
PC = 1

2

−−→
PQ (***). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

Să considerăm acum o mult, ime plană cu cel put, in 7 puncte, să alegem o submult, ime S a
ei cu 7 elemente s, i să presupunem că orice submult, ime a lui S este partajabilă. Să notăm cu
P s, i Q punctele lui S pentru care distant,a PQ este cea mai mică dintre distant,ele dintre două
puncte ale lui S s, i să notăm A,B,C,D,E celelalte puncte ale lui S. Atunci relat, iile (**) s, i (***)
contrazic minimalitatea distant,ei PQ, deci presupunerea este falsă, q.e.d. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3p
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