OLIMPIADA DE MATEMATICA
Etapa locala — 9 februarie 2013
CLASA aVI-a
BAREM

Problema 1. a) Fie numerele x, ¥,z si t € N care indeplinesc conditia :

7Jx+ 5y —2z— 2t = 0. Sa se arate ci numarul n = (11x + 9y) - (z + t — x) este divizibil cu 10.

Solutie. Din relatia dati avemca : 7x + 5y = 2(z+1t) = (7x+5y) i 2

Dar 4x + 4y = 4(x + v) i 2, si atunci adunand obtinem (11x +9y) i 2=ni2 ... Ip
Dinnou2x+ 5x+5y—2z—-2t=0=5(x+y)=2(z+t—x)=2(z+t—x) 5. ............. Ip
Dar 2 si 5 sunt prime intre ele siatunci (Z+ t—x) 5= ni 5. ... Ip
In concluzie, cumm F 25imi5 2 7 10, Ip

b) Sa se arate ca fractia :

n:+3

——  este ireductibild, oricare ar finEM .
2n*+In-+4

Solutie. Aratam ca (n® +3,2n* + 7n* + 4) = 1 . Fie d un divizor comun al celor doud numere.

. dln* +3
Atunci {d|2n4+?n: T PR Ip
fnmultim primul numar cu 2 si [ dlzn® +6nt i diferents idin® + 4 1
nmultim primul numér cu 2n° si avem cd: ) ;0 4 4 7.2 4 4 §iprind erentiavemcadin” +4............ p
: din* +4 . . L 3 . . .
Din nou dln? + 3 si prin diferentd obtinem ci d|1 = d = 1, de unde fractia este ireductibila. ............... Ip

Problema 2. a) Punctul € este mijlocul segmentului (A8), D este mijlocul lui (BC), E este mijlocul

lui (€D), iar F este un punct situat pe semidreapta (EB astfel incat (EB) = (BF). Daci EE = 3 cm calculati

AF.
Solutie. Se poate nota ED = x si avem succesivca €D = BED = 2x i EBE = BF = 3x . Cum EE = 3

(63 10BNV s ot e e o) o s OO OROP PRI
DarAE =CB =4x = AC =4 cm

AtunciAF =4 em +2em+ 2 em+3em = 11 Mo i Ip



b) Se considerd doud unghiuri adiacente ZAOB si 2BOC de masuri 108, respectiv 68 . Semidreptele
[OM,[ON, [OP sunt bisectoarele unghiurilor LAOB, 2BOC | respectiv £ZMON. Pe semidreapta opusi lui [OF se
considera punctul D, iar in interiorul unghiului £A0D alegem punctul E astfel incat m(£EOD) = 10 . Aratati
ca punctele B, 0, E sunt coliniare.

SOMPIE. TULAOC) = LT6 oo et e et e et et e e et e e e ee et e eee et es e eae et e e et eseaseneeeeeene Ip
FZAOP) = 98 .ottt ettt et ettt ettt ettt sa et et ettt ee et et s Ip
FLBOP) = 10 oottt ettt ee et a et e st e sea s et et etesesten s se st s et etene et easerenserenaan Ip
Dar P, 0, D sunt coliniare si ZEOP = EOD = B, 0, E COlNIATE. ......cecovveevereeieiie e Ip

Problema 3. Se considera pe un cerc 100 de puncte, iar in fiecare punct se scrie la intdmplare cate un
numar natural de la 1 la 100. Este posibil ca suma oricaror 4 numere scrise in 4 puncte consecutive de pe cerc sa
fie mai mica decat 203 ? Justificati raspunsul !

Solutie. Notam cele 100 de numere naturale a,, @, ..., @45, eventual in altd ordine, corespunzatoare

celor 100 de puncte de pe cerc.

Presupunem ca suma oricaror 4 numere aflate in 4 puncte consecutive de pe cerc au suma mai mica
decat 203

................................................................................................................................................................ Ip
Atunci au loc relatiile :
a, +a, +ay +a, < 202
a, +a; +a,+a; < 202
Qg By F G5 Gy S 20l et 1p
Qgg T @ypg T @y + a, = 202
Adunand cele 100 de relatii obtinem ca
4la,+a;+az++ay5) £20200=a,+a; + a3+ +a0 5050
.................................................................................................... Ip
Darsuma 1+ 2+ 3 4+ 4 100 = 5050, ..t Ip
Atunci in cele 100 de relatii trebuie sa avem egalitate, fiecare fiind egald cu 202. .......cccoeveeeevieieeveeennnnne Ip
Cum a, +a, +a; +a, =a, +a; +a,+ a; = a; = a, ceea ce contrazice faptul ca numerele
SUNT QISTINCTE. ...eeetieeeitie ettt et ettt ettt et e st e et et teat e e ate e sateeanbee et see s eete et eessaeeens e ease e anseannseesnseeeesseen e eennneessnean Ip

In concluzie cerinta problemei nu poate fi INAEPINItA. ...........covevivveieeeeeeeeee e Ip
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1. a) Fie numerele x,y,z,t € N care indeplinesc conditia :

Tx+5y—2z-2t=0. Sa se arate ca numarul n=(11x+9y)-(z+7—x) este

divizibil cu 10.
2

este ireductibila Vrn e N.

b) Sa se arate ca fractia —; -
2n" +7Tn" +4

2. a) Punctul C este mijlocul segmentului (4B), D este mijlocul lui (BC),
E este mijlocul lui (CD), iar I este un punct situat pe semidreapta (EB astfel
incat (EB)=(BF).Dacid EB =3 cm calculati lungimea segmentului (AF).

b) Se considera doud unghiuri adiacente <40B si <BOC de misuri 108,
respectiv 68", Semidreptele [OM, [ON, [OP sunt bisectoarele unghiurilor
XAOB,<BOC respectiv <<MON . Pe semidreapta opusa lui [OP se considera
punctul D, iar in interiorul unghiului «x40OD alegem punctul E astfel incat
m(<«EOD)=10". Aratati ca punctele B,0,E sunt coliniare.

3. Se considera pe un cerc 100 de puncte, iar in fiecare punct se scrie la intamplare
cate un numar natural de la 1 la 100. Este posibil ca suma oricaror 4 numere scrise n
4 puncte consecutive de pe cerc sa fie mai mica decat 203 ? Justificati raspunsul !

Nota:
Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se noteaza de la 0 la 7 puncte.
Timp de lucru: 2 ore.
Subiectele au fost propuse si selectate de catre:
prof. Andrei Bretan, Scoala Gimnaziald ,,Nicolae lorga®, Baia Mare.
prof. Cosmin Pop, Scoala Gimnaziald ,,George Cosbuc®, Baia Mare.
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