OLIMPIADA DE MATEMATICA Bucuresti
_ETAPA PE SECTOR, 23.02.2014 -

CLASA A VIII-A

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se puncteaza de la 0 1a 7 puncte.
Pe foaia de concurs se trec rezolvarile complete. Timp de lucru: 3 ore.

. . . N /a /b .
1. Demonstrati ca dacd a, b si n sunt numere naturale nenule astfel incat ; +,/— =n, atunci
a

numarul A=\/n+\/n+...+\/n+\/n+\/n+2 este natural.

2014 radicali

a’> b’ 16ab

—
b a® a*+b?

2. Se considera expresia £ (a,b) = unde a si b sunt numere reale strict

pozitive.
a) Aratati ca numarul £ («/E 1,2+ 1) este rational,

b) Determinati cel mai mare numar real n pentru care inegalitatea £ (a,b) >n are loc,

oricare ar fi numerele reale strict pozitive a si b.

3. Se considera triunghiul echilateral ABC si triunghiul BCD situate in plane perpendiculare.
Fie M mijlocul segmentului [AD] si G centrul de greutate al triunghiului ABC.

Dacd DG L (MBC), demonstrati ¢a triunghiul BCD este dreptunghic isoscel.

4. Aratati ca, dacd a, b si ¢ sunt lungimile laturilor unui triunghi dreptunghic cu ipotenuza a,
atunci

a
—> 2
W) 22

(a—b)(a—c) <17
b) W_” 1242

Problema 4 a fost selectatd din Suplimentul Gazetei Matematice- Seria B nr.10
/2013 ,publicatie lunara pentru tineret, fondata in anul 1895, editatd de Societatea de
Stiinte Matematice din Romania
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CLASA A VIII-A
SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Nota: Fiecare subiect se puncteazi de la 0 la 7 puncte. Se acorda numai punctaje intregi.
Orice alta rezolvare se asimileaza conform baremului.

. . < . A /a /b
Subiectul 1. Demonstrati ca daca a, b $i n sunt numere naturale nenule astfel incat 3 +.[—=n,
a

atunci numarul A:\/n+\/n+...+\/n+\/n+\/n+2 este natural.

2014 radicali

Prof. Lucian Petrescu, Tulcea

Detalii rezolvare Bare.m
asociat
2,42
Ridicand la patrat relatia din ipoteza obtinem 24 b_a +bb =n’-2eN. 2p
a a
2,2
Putem considera (a,b)=1. Fractia ; este ireductibild , deci a=b=1. 3p
a
Obtinem n=2. 1p
Finalizare, 4 =2 N 1p
2 42
. . . a“ b 16ab . .
Subiectul 2. Se considerd expresia E(a,b) = el st PR unde a si b sunt numere reale strict
a- a +

pozitive.
a) Aritati cd numarul F (ﬁ -1, NGO 1) este rational;

b) Determinati cel mai mare a numar real » pentru care inegalitatea £ (a,b) = n are loc, oricare ar

fi numerele reale strict pozitive a §i b.
Prof. Traian Preda, Bucuregti

Detalii rezolvare Bare.m
asociat
a) E(x/z—l,\/z+1)=36§e@. 2p
2 2
-b
b) Inegalitatea din enunt este echivalenta cu (ﬁ —éj -8 % >2n-10.
a a“+b
5 (a2+b2)(ar+b)2—8azb2 2p
Adica (a—b) . YN >n—10.
ab (a +b )
Deoarece a” +b* >2ab si (a +b)2 > 4ab , obtinem, prin inmultire
2
(a2 +b2)(a +b)2 >8a’b? . Deci E(a,b)—1020, oricare ar fi numerele reale strict P




pozitive a si b.. Deducem ca n >10.

Cum E(a,a)=10, a>0, rezultici n=10.

1p

Subiectul 3. Se considera triunghiul echilateral ABC si triunghiul BCD situate in plane

perpendiculare. Fie M mijlocul segmentului [ AD] si G centrul de greutate al triunghiului ABC.

Dacd DG L (MBC), demonstrati ca triunghiul BCD este dreptunghic isoscel.

Prof. Mircea Fianu, Bucuregti

Detalii rezolvare Bare.m

asociat
Fie N mijlocul segmentului [ BC]. Punctele 4, G si N sunt coliniare si AN L BC (1)
Cum DG L (MBC), rezulta ca DG L BC (2)

2

Din (1) si (2) deducem ca BC L (AND) , deci dreapta DN este mediatoare a segmentului P
[BC], prin urmare, triunghiul BDC este isoscel cu DB =DC .
In triunghiul dreptunghic AND avem NM = %(3). Dacad P este mijlocul segmentului
[4AG] si {R} = DG NMN , atunci [ PM | este linie mijlocie in triunghiul ADG, de unde
deducem ci [GR] este linie mijlocie in triunghiul NPM, deci R este mijlocul segmentului 3p
[MN]. Cum DR L MN , rezultd ca triunghiul DMN este isoscel cu DN = DM = %(4)
Din (3) si (4) obtinem ca triunghiul MDN este echilateral.
Triunghiurile ANC si AND sunt congruente (C. U.), deci ND = NC = BTC , adica 2p

triunghiul DBC este dreptunghic in D.

Subiectul 4. Aratati ca, daca a, b si ¢ sunt lungimile laturilor unui triunghi dreptunghic cu ipotenuza

a, atunci

a
—>\2:
a) ,—bc>\/ ;

b)wsn—uﬁ.

(a+b)(a+c)
Prof. Valerian Vldescu, Dorohoi
Detalii rezolvare Bare.m
asociat
2
a) Prin ridicare la patrat, inegalitatea devine Z— >2, sau a’ > 2bc, adica b% +c? = 2bc. s
¢ Y
Ultima inegalitate este adevaratd deoarece este echivalenta cu (b —0)2 >0.
2 2
b) a® =b%+c2, obtinem a—b = sia—c= . Inegalitatea din enunt devine
a+b a+b )
2.2 2 p
bzc > <(3-2v2)", adica SRS W ; P N
(a+b)* (a+c) (a+b)(a+c) 3+242
2
Inegalitate echivalenta cu ! < ! 5 sau (%+ lj(g+ lj = («/5 + 1) .
(a+lj(a+lj (\/§+1) ¢
b c 3p

2 2 2

a a a a a 2a a 2

A —+1|| =+l |=—+—(b+c)+1=2—+ +1= +1] =2(vV2+1
Vem(b j(c J bc bc( c) bc +/bc (\/bc ] (\/_ )




