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Problema 1. Calculati | :jz_de.
o 1+sin2x

Florian Dumitrel, Slatina

Problema 3. Fie (G,-) un grup cu 2n elemente si H un subgrup al sau cu n elemente, unde n e N*.
Aritati cd x> € H, pentru orice xeG.

[ %]

Problema 3. Fie (G,-) un grup finit si H un subgrup propriu, necomutativ, al sau. Aratati ca exista
doua elemente distincte din G\ H care comuta.
Gazeta Matematica nr. 9/2013

Problema 4. Fie f:R —>R o functie continua si strict crescitoare si (Cn)
numere reale.

.5, un sir marginit de

Aratati ca limc, =0 daca si numai daca IimJ'Ol f(x+c,)dx= I: f(x)dx.

n—oo

Florian Dumitrel, Slatina

NOTA. Toate subiectele sunt obligatorii. Timp de lucru: 3 ore.
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Problema 1. Calculati I :/ v
0

——dx.
1 4 sin 2z

Florian Dumitrel
Solutie. Cu schimbarea de variabila

™ T
obtinem
»(0) 0 T __ ¢ ’
I = 1 fzd‘”:/ﬂ 0 2% (g_t> dt =
o(%) 1 +sin2z z + sin (7 — 2t)

2 %— ﬂ'/f 1
- R 7L . S— -
/0 Ttsmn2t” 2, Trsmat "

1
Prin urmare, I = z/ —dt
4o 1+sin2t

@ 1
/ ——dx, a € (0, I) ; avem:
o 1+sin2t 2

| “ 1+ tg?t “(1+tgt)
/7. dt:/7+g th:/7(+g)2dt:
o 1+sin2t o (1+tgt) o (1+tgt)
1 a—1 1
l+tgt|, =~ 1l+tga

vl

Notédm J (a)

J(a)

21
Cum / ———dt=1im J (a) = 1, deducem cg I = T
o l-+sin2t 4

als

Problema 2. Fie (G,-) un grup cu 2n elemente gi H un subgrup al sdu cu n elemente. Si se arate ci
2% € H pentru orice z € G.

[ * %]
Solutie. Presupunem ci existd a € G cu a? € G\ H (este clar ¢ a € G\ H). Functia
f:H—>G\H, f(z)=ax
este injectivd gi, cum |H| = |G\ H| = n, rezultd cd este si surjectivd. Atunci existd zo € H astfel incat

f (zg) = a?, adicd azo = a?, de unde a = x¢ € H, contradictie. Asadar, 22 € H pentru orice = € G.

Problema 3. Fie (G, -) un grup finit gi H un subgrup propriu, necomutativ, al sdu. Ardtati ci existd doud

elemente distincte din G ~. H care comuta.
Gazeta Matematica nr. 9/2013

Solutie. Deoarece H este subgrup propriu al lui G, avem |H| > 2 i G\ H # &, deci existd a € G \ H.

Aplicatia ¢ : H — G ~\ H, ¢ (z) = az este injectiva si atunci |G\ H| > |H| > 2, adic& G \ H are cel putin
doud elemente distincte.

Presupunem prin absurd c4 oricare elemente distincte din G~ H nu comutd intre ele. Pentru orice b € G\ H
avem b~! € G~ H. Daci am avea b # b~! ar rezulta ci bb~' # b~ b, adicd e # e, contradictie. Deci b = b1,
ceea ce inseamnd ci b? = e (e este elementul neutru al grupului G).

Fie b€ G~ H si h € H. Atunci bh € G ~ H; obtinem bh = (bh) "' = h='b~! = h~1b, de unde
bhb = h*. (*)
Fie acum z,y € H ¢i b € G ~ H. Folosind relatia (), avem

bry = bxb-byb-b=a"ly b= (byx)f1 = byzx,



de unde obtinem xy = yx, in contradictie cu faptul c& H este grup necomutativ.

Problema 4. Fie f : R — R o functie continud si strict crescdtoare si (cy),~; un sir marginit de numere
reale. -
Ardtati ca hm ¢, = 0 dacd si numai daca lim f (x+cp)de = / f(z
n—oo

) Florian Dumitrel

Solutie. (=) Vom ar#ta ca lim flr+c,)de = / f(z

n—oo 0

Functia F: R — R, F(z) = / f (t) dt este primitiva a lui f. Deoarece F este continud gi
0

cnt+1
/f :z:+cn)dx7/ f@®)dt=F(c,+1)—F(cn),

1
rezultd cd lim flx+4cy)de=F(1) / f(x)dx.

n—oo
0
(<) Vom demonstra acum ci orice sub§1r convergent al sirului marginit (c,),~,; are limita 0, de unde va
rezulta c& ¢, — 0. Fie (¢, ),~; un subsir convergent al sirului (c,),~; si ¢ = lim ¢, . S& presupunem c&
= = n— oo

¢ # 0, de exemplu ¢ > 0. Din faptul c& f este strict crescdtoare rezultd cd f (z + ¢) > f (z) pentru orice = € R;
obtinem

/Olf(x dr = lim f(:lc—kc;€ dx—/fx+ dx>/f

n—oo 0

contradictie. Deci ¢ = 0.
Observatie. Este suficient ca f sa fie doar strict crescatoare, caz in care pentru a demonstra implicatia
(<) se folosegte criteriul lui Lebesgue de integrabilitate.



