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Problema 3.  Fie ( , )G   un grup cu 2n elemente şi H un subgrup al său cu n elemente, unde *n . 

Arătaţi că 
2x H , pentru orice x G .  

    

 

Problema 3.  Fie ( , )G   un grup finit şi H un subgrup propriu, necomutativ, al său.  Arătaţi că există 

două elemente distincte din \G H  care comută.  
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Problema 4.  Fie :f   o funcţie continuă şi strict crescătoare şi  
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numere reale.  
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NOTĂ.  Toate subiectele sunt obligatorii.  Timp de lucru: 3 ore. 

 



OLIMPIADA DE MATEMATIC¼A OLT
Etapa local¼a �16 februarie 2014

CLASA A XII-A

Problema 1. Calculaţi I =
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Soluţie. Cu schimbarea de variabil¼a
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J (a) = 1; deducem c¼a I =
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4
:

Problema 2. Fie (G; �) un grup cu 2n elemente şi H un subgrup al s¼au cu n elemente. S¼a se arate c¼a
x2 2 H pentru orice x 2 G:

[� � �]
Soluţie. Presupunem c¼a exist¼a a 2 G cu a2 2 G nH (este clar c¼a a 2 G nH). Funçtia

f : H ! G nH; f (x) = ax

este injectiv¼a şi, cum jHj = jG nHj = n; rezult¼a c¼a este şi surjectiv¼a. Atunci exist¼a x0 2 H astfel încât
f (x0) = a

2; adic¼a ax0 = a2; de unde a = x0 2 H; contradiçtie. Aşadar, x2 2 H pentru orice x 2 G:

Problema 3. Fie (G; �) un grup �nit şi H un subgrup propriu, necomutativ, al s¼au. Ar¼ataţi c¼a exist¼a dou¼a
elemente distincte din GrH care comut¼a.
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Soluţie. Deoarece H este subgrup propriu al lui G; avem jHj � 2 şi GrH 6= ?; deci exist¼a a 2 GrH:
Aplicaţia ' : H ! GrH; ' (x) = ax este injectiv¼a şi atunci jGrHj � jHj � 2; adic¼a GrH are cel puţin

dou¼a elemente distincte.
Presupunem prin absurd c¼a oricare elemente distincte din GrH nu comut¼a între ele. Pentru orice b 2 GrH

avem b�1 2 G rH: Dac¼a am avea b 6= b�1 ar rezulta c¼a bb�1 6= b�1b; adic¼a e 6= e; contradiçtie. Deci b = b�1;
ceea ce înseamn¼a c¼a b2 = e (e este elementul neutru al grupului G).
Fie b 2 GrH şi h 2 H: Atunci bh 2 GrH; obţinem bh = (bh)

�1
= h�1b�1 = h�1b; de unde

bhb = h�1: (�)

Fie acum x; y 2 H şi b 2 GrH: Folosind relaţia (�) ; avem

bxy = bxb � byb � b = x�1y�1b = (byx)�1 = byx;



de unde obţinem xy = yx; în contradiçtie cu faptul c¼a H este grup necomutativ.

Problema 4. Fie f : R ! R o funçtie continu¼a şi strict cresc¼atoare şi (cn)n�1 un şir m¼arginit de numere
reale.

Ar¼ataţi c¼a lim
n!1

cn = 0 dac¼a şi numai dac¼a lim
n!1

Z 1

0

f (x+ cn) dx =

Z 1

0

f (x) dx:
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Soluţie. ()) Vom ar¼ata c¼a lim
n!1

Z 1

0

f (x+ cn) dx =

Z 1

0

f (x) dx:

Funçtia F : R! R; F (x) =
Z x

0

f (t) dt este primitiv¼a a lui f: Deoarece F este continu¼a şi

Z 1

0

f (x+ cn) dx =

Z cn+1

cn

f (t) dt = F (cn + 1)� F (cn) ;

rezult¼a c¼a lim
n!1
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0

f (x+ cn) dx = F (1)� F (0) =
Z 1

0

f (x) dx:

(() Vom demonstra acum c¼a orice subşir convergent al şirului m¼arginit (cn)n�1 are limita 0; de unde va
rezulta c¼a cn ! 0: Fie (ckn)n�1 un subşir convergent al şirului (cn)n�1 şi c = lim

n!1
ckn : S¼a presupunem c¼a

c 6= 0; de exemplu c > 0: Din faptul c¼a f este strict cresc¼atoare rezult¼a c¼a f (x+ c) > f (x) pentru orice x 2 R;
obţinem Z 1

0

f (x) dx = lim
n!1

Z 1

0

f (x+ ckn) dx =

Z 1

0

f (x+ c) dx >

Z 1

0

f (x) dx;

contradiçtie. Deci c = 0:
Observa̧tie. Este su�cient ca f s¼a �e doar strict cresc¼atoare, caz în care pentru a demonstra implicaţia

(() se foloseşte criteriul lui Lebesgue de integrabilitate.


