INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN COVASNA

OLIMPADA DE MATEMATICA

ETAPA LOCALA
26 ianuarie 2013

BAREM
CLASA A XI-A
Programa M1
1. | Din oficiu 1p
In cazurile a=0 si a<0 limita este infinitd 2p
Se impune a>0 1p
_(a®-1)n°-bn—c _ 6p
Amplificand cu conjugata avem limn sirezulta a=1, b=0, c arbitrar
"> an+yn?+bn+c
2. | Din oficiu 1p
a.) | ObServam €a X, Xg, .-, Xy oqs+es Xooqa0+-- determind o progresie aritmetica de ratie 4.
_ _ 4p
DecCi X,p5 =X + 2013-1 r=2+ 2013 l-4: 2+2012=2014
b.) | Sirul dat este format din 4 subsiruri fiecare de ratia 4. Fie (an )neN* un astfel de subsir si vom | 9P
avea:
a, =2013
a+(n-1)r=2013 , r=4 ,a, {2,413}
4
neN =(2013-4a,)i4=a =1=X,
= n=504
adica 2013 este termen al subsirului X;, X;,..., X, ,5,...deci termen al sirul dat si X,,,; = 2013
3. | Din oficiu 1p
a 2013 1 1
) det(X?)=det(A) ;A= P
2012 1
2013
:(detX)zz =1=>detX =+1
2012
Aplicam relatia lui Cayley — Hamilton: 1p
X? —tr(X)-X +detX -1, =0, :>tr(X)-X =X%+detX - I,
=t
Avem doua cazuri: 2p
Cazi. det X =1
) 2013 1) (1 O 2014 1
tX=X"+l,=>t-X= + =>t-X= =
2012 1) (0 1 2012 2
2014 1 1 2014 1
=tr(t-X)=tr —12=2016=t=+/2016 = X == 2
( ) [2012 ZJ \J2016 (2012 2) ( p)
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Cazii. det X =-1 2p
) 2013 1) (1 O 2012 1
t-X=X"-l,=>t-X = - =>t-X= =
2012 1) (0 1 2012 O
2012 1 1 2012 1
= tr(t-X)=tr =12 =2012=>t=42012 = X =+—=— 2
(t-X) (2012 OJ 72012 (2012 OJ (2p)
b.) | Observiam ci solutiile sunt opuse dou cate doud. Fie X, =—X, si X, =-X, (1p) 3p
X12013 n X22013 n X32013 n onm _ (_X2)2013 n x22013 +(_X4)2013 4 Xfom _
_X 2013 + X 2013 X 2013 + X2013 _ O
2 2 4 4 I}
4. | Din oficiu 1p
a.) | Evident dacd A€ M 5(Z), atunci si A” are elementele numere intregi. 2p
Pe de altd parte AEM = (det A)® = detA si detA=0=(det A)? = 1= (det A)=%1
Astfel A= —-A'= A" € 25(2)
Inmultind la dreapta si la stinga egalitatea A® = A cu A obtinem A? = ;. Astfel A* = A, 2p
insd A = +A" deci rezulti ca A" = TA EM.
b.) | Evident O3, I3,—I3 EM 1p
Aplicand teorema Cayley-Hamilton si folosind relatia A°~A = O3 obtinem matricea 1p
1 0 0
Ao:(ﬂ -1 l:l) EM
o 0 0
c.) | Observam ca (A—ls) - (A*+A+2-13) = 2-(A—l3), deoarece AEM. 2p
Rezulta ci det (A—l3) -det (A%+A+2-13) = det [2-(A-13)] = 2°-det(A-l3)
det(A—ls) #0 implica det(A%+A+2-15) =2°=8 1p

Barem clasa a XI-a M1
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OLIMPADA DE MATEMATICA

ETAPA LOCALA
26 ianuarie 2013

CLASA A XI-A
Programa M1

1.)  Stiind ci limita lim n(an —+/n% +bn + C) este finita, sa se determine a, b,c eR.

n—o0

2) Fiesirul (x,) _.:24136857,.10,129,11,...

a) Aflati al 2013-lea termen al sirului.

b) Decideti daca 2013 este termen al sirului.

_ _ , (2013 1
3) Fieecuatia X* = , X eM,(C)
2012 1
a) Sa se rezolve ecuatia.

b) Dacd X, ,,, suntsolutiile ecuatiei s se calculeze X7+ X% + X2 4+ X2,

4) Fie multimea de matrici M = {A€ M 3(Z) /A>-A =03},
a) Sa se demonstreze ca dacd AEM si detA=0, atunci A” € M, unde A” este
adjuncta matricei A.

b) Sa se demonstreze ca multimea M are cel putin patru elemente.

c) Sa se demonstreze ci dacid AEM si det(A—ls) #0, atunci det(A%+A+2-13) =8.

Nota:
Toate subiectele sunt obligatorii.
Fiecare problema se puncteaza cu 10 puncte.

Timp de lucru 3 ore

Subiecte clasa a XlI-a
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CONCURSUL DE MATEMATICA APLICATA ,,ADOLF HAIMOVICI”

ETAPA LOCALA
26 ianuarie 2013
BAREM
CLASA A XI-A
Programa M2
1. | Din oficiu 1p
a) | A*=3A = a=3 1p
b.) | daca B=A-A" =B*=1,=>B*=1,,keN" 2p
— BZOlS — B lp
c.) a b 1
Fie X :L j P
c d
X® = A= det(X®)=det A dar det A=0si det(X°®)=(detx)’ de unde obtinem det X =0
Din relatia lui Cayley-Hamilton avem: X*—tr(X)-X +detX -1, =0, rezulta X> =(a+d)X | 1p
A . . . . 5 4 2 2 4 lp
De unde prin inmultiri succesive obtinem X°=(a+d) X < 11" (a+d) X
. 2 2 , 1
Din tr(1 1]:tr((a+d)4 X) obtinem 3=(a+d)5<:>a+d =33 P
2 2 1p
2 2 2 2 2 3
Deci X = —— Z - ; deunde X =| VoL V81
(ara) 1 1) (g5) 1 1 11
Y81 381
2. | Din oficiu 1p
determinare domeniului 1p
nu are asimptota orizontala 1p
nu are asimptota verticala 1p
y = X asimptota oblica spre + oo 3p
y = —X asimptota oblica spre —oo 3p
3. | Din oficiu 1p
N (n+1) (n+2) 1 1 1 2p
A=|(n+1} (n+2) (n+30=(Y)-(n+1Mn+2) n+1 n+2 n+3
(n+2) (n+3) (n+4) n*+3n+2 n*+5n+6 n*+7n+12
1 0 0 2p
A=(nP-(n+1F-(n+2) n+1 1 1
n“+3n+2 2n+4 2n+6
A= -(n+1)-(n+2)-2 2p
Deci ecuatia se transforma astfel: 1p
2(nP-(n+1F - (n+2)=(n1)’ - (n2 +3n+ 2)- (n+12)=(n1f’-(n+1)-(n+2)- (n+12)
Fiecare factor fiind strict pozitiv putem simplifica cu (n!)’-(n+1)-(n+2), obtinand ecuatia 2p

2(n+1)=n+12a cirei solutie este N =10.

Barem clasa a XI-a M2
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4. | Din oficiu 1p
_ b A . .| 3p
Coordonatele punctelor sunt: A(x1,0), B(x2,0), V “oa ' 1a ) unde Xx,, X, sunt solutiile ecuatiei
a 4da
f(x)=0 , iar A= b*— 4ac
Avria triunghiului este S= [d|/2 1p
3p
%0 A 1| A 1A
cu d=|x 0 = =— (XX )=>S==—| X =X |==—[X = X,| .
b oA 4a(x1 2) 2|4a =l 8lal =l
2a 4a
2 _ 2p
Utilizand relatiile lui Viéte, se obtine |X, —X,|= % de unde S= w :
a
Barem clasa a XI-a M2 2
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CONCURSUL DE MATEMATICA APLICATA
~ADOLF HAIMOVICI”

ETAPA LOCALA
26 ianuarie 2013

CLASA A XI-A
Programa M2

2
1

a) Si se demonstreze cd existd a € R astfel incit A*> =aA!

. 2 _
1) Fie A= L 1€ M, (R) o matrice.

b) Si se calculeze matricea (A— Al )2013!

c) Si se rezolve ecuatia X° = A, X € M,(R)!

2.)  Se considera functia f (X) =+/Xx?+1. Sa se determine domeniul maxim de definitie si
asimptotele functiei f.

3.)  Sase rezolve In multimea numerelor naturale urmatoarea ecuatie:
N (n+1) (n+2)
(n+1) (n+2) (n+3)=(nf-(n2+3n+2) (n+12)
(n+2) (n+3) (n+4)

4.) Fiefunctia f :R—>R, f(x)=ax*+bx+c, a,b,ceR, a=0, b*>—4ac>0.
Sa se calculeze, in functie de a, b, ¢ aria triunghiului AVB, unde A si B sunt punctele de
intersectie ale graficului functiei f cu axa Ox, iar V este varful parabolei reprezentand

functia f.

Nota:
Toate subiectele sunt obligatorii.
Fiecare problema se puncteaza cu 10 puncte.

Timp de lucru 3 ore

Subiecte clasa a Xl-a
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