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OLIMPIADA DE MATEMATICA
Etapa locald — Constanta, 15.02.2015

Clasa a Xl-a

SUBIECTUL 1.
Fie A o matrice de ordin doi cu elemente reale si A' matricea transpusa. Stiind ca det (A + A" =8 si

det (A + 2AY) = 27, si se calculeze det (A).

GMB
SUBIECTUL 2.
Fie A e M,(C) inversabila, cu det(A)=1. Demonstrati echivalenta:
det(A+1,)=det(A—1,) e tr(A*)=—1
Nelu Chichirim

SUBIECTUL 3.

Fie sirurile (x,)ns1, Vnns1 CU X, € (0,1) dat, xppq = %, (1 — x,), V0 =1 si y, = x +x% +
et x2

a) Calculati lim y, .
n—-oo

b) Calculati limn - (x; — yy,)
n—oo

Niculae Cavachi

SUBIECTUL 4.

e - : X .
Se considerd sirul de numere reale (X, )neN* definit astfel: x; >+/3si X, =———,VneN".

J1+nx2

a) Sa se calculeze limx,

nN—o0

b) Sa se arate ca sirul (an )neN* este convergent si sa se determine limnx,,.

nN—oo

Catalin Zirna

Nota:

Timp de lucru: 3 ore.

Toate subiectele sunt obligatorii.
Fiecare subiect se noteaza de la0la 7.
Nu se acorda puncte din oficiu.
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OLIMPIADA DE MATEMATICA

Etapa locald — Constanta, 15.02.2015

Clasa a XlI-a
Barem de corectare si notare
Subiectul 1.
Notam f(x) =det(A+xA')= f(x) = X det(A') + mx +det(A) = x* det(A) + mx+det(A) ... 3p
det(A+ At) =8= f(1)=8si det(A+ 2A‘) =27 => T(2) =27 e 2p
2det(A)+m =8, 5det(A) +2mM =27 = dEL(A) =1L ..ot et 2p
Subiectul 2.

Ainversabila = A- A" = A A=, = det A-det(A ™)
detA=1= det(A‘l)zl

det(A+1,)=det(A—1,) <> det(A+ A-A*)=det(A— A- A" )< det A-det(l, + A*)=
—det A-det(l, - A" )< det(l, + At)=det(l, - A*) < det(l, + A )+ det(~ 1, + A?)

1

I
o

Consideram P(X ) =det(X - 15+ A™*)= X3 +¢,X? +¢,X +C,, unde

c, =tr(A?) , ¢, =PO)=det(A?)=1 3p
P(1)+P(-1)=det(l, + A*)+det(~ 1, + A*)=0 < 2(c, +¢,) = 0 <> ¢, = ¢, <
etr(At)=-1

....................................................................................................................... 2p
Subiectul 3.
a) x; €(0,1),Vk =1 (prininductie)
% =1—x, <1 => () L=> (%), CONVEIGENt. oo, 1p
k
Fie |=1lim x,,l € [0,x;) =>1=1—1>2 =>1=0deci limx;, =0 ..ceoeorn...... 1p
n—oo n—oo
X2 =x,— Xp41,VN =1
x2 = x;—x,
+
X2 = x, — x5 S Yn =X~ X1, V2T = My = X s 2p
X = Xn = Xpyq - L
n an
b) n-(xl—yn)=T=E,undean=n,bn=x1_yn,bnT o T 1p
X1=¥Yn
Atunci conform criteriului Stolz — Cesaro avem:
lim n (o =) = lim —" = lim S e -
X1=¥Yn+1 X1~¥Yn nIn
= lim 22 — iy 3092 o i (1 = X)) e, 2p

n—-oo Xn+1 n—-oo Xn41 n—-oo



Subiectul 4.

X 1
a) Prin inductie matematica se aratd ci X, >0, Vn>1 si de aici % = < 1= sir strict
X, \[1+ nxf
descrescator, aSadar CONVEIZENT. .......uuiiiiiieie ettt e e e e e e ee et re e e e e e e e e e e se e asbaesaeeeeaeeeeesnssnsseneeees 2p
Fie limx, =L >0.
n—oo

Presupunem, prin reducere la absurd, ca L >0

limnx? = +0 = limx_, = IimL =0= L =0, contradictie. Deci limx_=0................. 1p
now " now M 5w [1+ nXZ ’ nosw N
n
2n+1 2n+1
nx, —NX, +NX,
n n
b) (N+1)Xx,,,—NX, == (1)

J1+nx? -(n +1+ny1+ nxnz)

e : . 2n+1
Aratam, prin inductie matematica, ca nx, > ,Vn>1.(2)
n

n=1:x > \/5, adevarat.

+1 L. 2n+3
Presupunem NX, > si demonstrdm c¢3 (N+1)x,,, > .
n n+1
2n+3 n*+n®+1 1 2n® +3n? 2n° +3n?
(N+D)X,, —[——== . . AN | (| X~
n+1 n 2n+3 n°+n°+1 n°+n+1
(n+1)x,, +
n+1
[2n+1  |2n®+3n? 2n+3
Cum nx, > > |5 (calcul) = (N+1)X,, > = (2).Din (1) si (2) rezultd c3
n n°+n°+1 n+1
(nxn )n>l este strict descrescator iar din pozitivitate avem ca este convergent.......cccccccvveiveeeiiiciieennnnns 2p
Fie limnx, =a>0.
n—o0
. . 1 - . . . n Lo
Din (a), sirul | — are limita +0 si este strict crescdtor. Cum nx, = o cu criteriul Stolz-Cesaro avem
N /n>1 —_—
Xn
400, a=0
n+l-n _ X, CJ1enx? +1_> ,
11 \/l+nx§ -1 nx, g,a>0
Xn+1 Xn
. 2
Cum liMNX, =@ =8="2, 85> 0= 8 =32 e 2p
nN—o0 a

Nota : Orice alta solutie corecta, diferita de cea din barem, va primi punctaj maxim .



