
 

 

OLIMPIADA DE MATEMATICĂ 

Etapa locală – Constanța, 15.02.2015 

Clasa a XI-a 

 

SUBIECTUL 1. 

Fie A o matrice de ordin doi cu elemente reale și At matricea transpusă. Știind că det (A + At) =8 și 

 det (A + 2At) = 27, să se calculeze det (A). 

GMB 

SUBIECTUL 2. 

Fie ( )CMA 3∈  inversabila, cu ( ) 1det =A . Demonstrati echivalenta: 

( ) ( ) ( ) 1detdet 1
33 −=⇔−=+ −AtrIAIA  

Nelu Chichirim 

 SUBIECTUL 3. 

     Fie șirurile (𝑥𝑥𝑛𝑛)𝑛𝑛≥1 , (𝑦𝑦𝑛𝑛)𝑛𝑛≥1 cu 𝑥𝑥1  ∈ (0 , 1) dat,  𝑥𝑥𝑛𝑛+1 =  𝑥𝑥𝑛𝑛 (1 −  𝑥𝑥𝑛𝑛),∀ 𝑛𝑛 ≥ 1  și  𝑦𝑦𝑛𝑛 =  𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥22 +
⋯+ 𝑥𝑥𝑛𝑛2 . 

a) Calculați    lim 
𝑛𝑛→∞

𝑦𝑦𝑛𝑛 . 

b) Calculați     lim
𝑛𝑛→∞

𝑛𝑛 ∙ (𝑥𝑥1 − 𝑦𝑦𝑛𝑛) 

Niculae Cavachi 

SUBIECTUL 4. 

Se consideră șirul de numere reale ( ) ∗∈Nnnx  definit astfel: 3x1 > și ∗∈∀
+

= Nn,
nx1

xx
2
n

n
n . 

a) Să se calculeze nn
xlim

∞→
 

b) Să se arate că șirul ( ) ∗∈Nnnnx  este convergent și să se determine .nxlim nn ∞→
 

Cătălin Zîrnă 
 

 

 

Notă:  
Timp de lucru: 3 ore.  
Toate subiectele sunt obligatorii.  
Fiecare subiect se notează de la 0 la 7.  
Nu se acordă puncte din oficiu. 
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Barem de corectare și notare 

 

Subiectul 1. 
Notăm ( ) 2 2( ) det ( ) det( ) det( ) det( ) det( )t tf x A xA f x x A mx A x A mx A= + ⇒ = + + = + +  …….. 3p 

det( ) 8 (1) 8tA A f+ = ⇒ =  și det( 2 ) 27 (2) 27tA A f+ = ⇒ = …………………………………………………... 2p 
2det( ) 8, 5det( ) 2 27 det( ) 11A m A m A+ = + = ⇒ = ………………………………..……………………….…………. 2p 
 
 
Subiectul 2. 

A inversabila ( ) 1detdet 1
3

11 =⋅⇒=⋅=⋅⇒ −−− AAIAAAA  

( ) 1det1det 1 =⇒= −AA  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0detdetdetdetdetdet
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……………………………………………………………………………………………………… 2p 
Consideram ( ) ( ) 01

2
2

31
3det cXcXcXAIXXP +++=+⋅= − , unde  

( ) ( ) ( ) 1det0, 1
0

1
2 ==== −− APcAtrc             ………………………………………………. 3p 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) 1

020detdet11
1
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3
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⇔−=⇔=+⇔=+−++=−+
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Atr
ccccAIAIPP

  

………………………………………………………………………………………..………….….. 2p 
 
 
Subiectul 3.  

a) 𝑥𝑥𝑘𝑘  ∈ (0 , 1) ,∀ 𝑘𝑘 ≥ 1  ( prin inducție) 
 
𝑥𝑥𝑘𝑘+1
𝑥𝑥𝑘𝑘

= 1 −  𝑥𝑥𝑘𝑘  < 1 =>  (𝑥𝑥𝑛𝑛) ↓ =>  (𝑥𝑥𝑛𝑛)𝑛𝑛  convergent.                ................................... 1p 
Fie   𝑙𝑙 = lim

𝑛𝑛→∞
 𝑥𝑥𝑛𝑛 , 𝑙𝑙 ∈  [0 , x1 )  => 𝑙𝑙 = 𝑙𝑙 −  l2 => 𝑙𝑙 = 0  deci  lim

𝑛𝑛→∞
 𝑥𝑥𝑛𝑛 = 0  .................  1p 

𝑥𝑥𝑛𝑛2 = 𝑥𝑥𝑛𝑛 −  𝑥𝑥𝑛𝑛+1 ,∀ 𝑛𝑛 ≥ 1 
 
𝑥𝑥12 =  𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥2 
𝑥𝑥22 =  𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥3  

+
⇒  𝑦𝑦𝑛𝑛 = 𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥𝑛𝑛+1 , ∀ 𝑛𝑛 ≥ 1 => lim

𝑛𝑛→∞
 𝑦𝑦𝑛𝑛 =  𝑥𝑥1    .................................. 2p 

⋮ 
𝑥𝑥𝑛𝑛2 = 𝑥𝑥𝑛𝑛 −  𝑥𝑥𝑛𝑛+1 . 

b) 𝑛𝑛 ∙ (𝑥𝑥1 − 𝑦𝑦𝑛𝑛) = 𝑛𝑛
1

𝑥𝑥1−𝑦𝑦𝑛𝑛

=  𝑎𝑎𝑛𝑛
𝑏𝑏𝑛𝑛

 , unde 𝑎𝑎𝑛𝑛 = 𝑛𝑛 , 𝑏𝑏𝑛𝑛 = 1
𝑥𝑥1−𝑦𝑦𝑛𝑛

 , 𝑏𝑏𝑛𝑛 ↑  ∞.     ...............................1p 

Atunci conform criteriului Stolz – Cesaro avem: 
lim
𝑛𝑛→∞

 𝑛𝑛 ∙ (𝑥𝑥1 − 𝑦𝑦𝑛𝑛) =  lim
𝑛𝑛→∞

 𝑛𝑛+1−𝑛𝑛
1

𝑥𝑥1−𝑦𝑦𝑛𝑛+1  − 1
𝑥𝑥1−𝑦𝑦𝑛𝑛

=  lim
𝑛𝑛→∞

 (𝑥𝑥1−𝑦𝑦𝑛𝑛)∙ (𝑥𝑥1−𝑦𝑦𝑛𝑛+1)
𝑦𝑦𝑛𝑛+1−𝑦𝑦𝑛𝑛

 =  

 
=  lim

𝑛𝑛→∞
 𝑥𝑥𝑛𝑛+1 ∙𝑥𝑥𝑛𝑛+2

𝑥𝑥𝑛𝑛+12 =  lim
𝑛𝑛→∞

 𝑥𝑥𝑛𝑛+2
𝑥𝑥𝑛𝑛+1

= lim
𝑛𝑛→∞

(1− 𝑥𝑥𝑛𝑛+1)………………………………………. 2p 
 

 
 
 
 



 
 
 
 
Subiectul 4. 

a) Prin inducție matematică se arată că 0, 1nx n> ∀ ≥  și de aici 1
2

1 1
1

n

n n

x
x nx
+ = < ⇒

+
șir strict 

descrescător, așadar convergent. ........................................................................................................ 2p 
Fie lim 0nn

x L
→∞

= ≥ . 

Presupunem, prin reducere la absurd, că 0L >   
2

1 2
lim lim lim 0 0

1
n

n nn n n
n

xnx x L
nx

+→∞ →∞ →∞
= +∞⇒ = = ⇒ =

+
, contradicție. Deci lim 0nn

x
→∞

= . .................. 1p 

b) 
( )1 2 2

2 1 2 1

( 1)
1 1 1

n n n

n n

n n

n nnx nx nx
n n

n x nx
nx n n nx

+

  + +
− +  

  + − = =
+ ⋅ + + +

   (1) 

Arătăm, prin inducție matematică, că 
2 1, 1n

nnx n
n
+

> ∀ ≥ . (2) 

11: 3n x= > , adevărat. 

Presupunem 
2 1

n
nnx
n
+

>  și demonstrăm că 1
2 3( 1)

1n
nn x
n+

+
+ >

+
. 
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Cum 
3 2

3 2

2 1 2 3
1n

n n nnx
n n n
+ +

> >
+ +

(calcul!) 1
2 3( 1)

1
(2)n

nn x
n+

+
⇒ + > ⇒

+
. Din (1) și (2) rezultă că 

( ) 1n n
nx

≥
 este strict descrescător iar din pozitivitate avem că este convergent..................................... 2p 

Fie lim 0nn
nx a

→∞
= ≥ . 

Din (a), șirul 
1

1

n n
x

≥

 
 
 

 are limita +∞  și este strict crescător. Cum 1n

n

nnx

x

= , cu criteriul Stolz-Cesaro avem 

2

2

1

, 01 11
21 1 , 01 1

nn

nn

n n

anxxn n
nx anx ax x+

+∞ =+ ++ − = = → 
>+ − − 

. 

Cum 
2lim , 0 2nn

nx a a a a
a→∞

= ⇒ = > ⇒ = ........................................................................................ 2p 

 
 
 
Notă : Orice altă soluţie corectă, diferită de cea din barem, va primi punctaj maxim . 


