Olimpiada nationala de matematica
Etapalocala, 15 februarie 2014, Clasaa Xll a

1. Pe multimea M :(O,m)se defineste legea de compozitie "[I'care satisface urmatoarele
proprietati:
a) (x0Oy) {x0z) =xO(y+2),0x,y,zOM;

b) xl=x,0xOM .
Sa secalculeze 4[%1 si /2014 02014

Lucian Dragomir , RMT 1/2006
2. Fie (G,0jun grupfinit deordinnsi f:G - Gun morfism cu proprietitile:
a fof=15;b) f(X)=x=>x=e
Si se arate Ci: 1){f(x)D<‘1/xDG}=G;
2) G este abelian;
3) nesteimpar.
Dorel Mihet
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Sin X + cosX
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3 Ij—»R,f(X)z

3. @ Daci F I(J—T,—j - R este primitiva functiei f :(—E,
4 4 4

pentru care F(0) =0, caculati F(Z—ZTJ
b) Determinati functiile derivabile g:R - R care admit o primitiva G:R - R

pentru care G(X) :%(X), OxOR.

4. a) Demondtrati ca arctg x + arctg L =g, Ox>0.
X
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b) Calculai [ X9 Xy
X
1

2
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Nota: Toate subiectele sunt obligatorii. Timp delucru: 3 ore.
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(1) Din (1),pentruy=2z :% , folosind (2), deducemicx D% =/x,0x>0. (2p)
2 (2p)
Pentruy = Z=711 in (1) ohinem (xD%J :xE%:\/?: xDiz%:MD—jr:\/E.
Dadciin (1) punemy =z=1,avem X2 =x[12 ,apoi y=2,z=1conduce lax® = x 03; (3p)
se demonstreaimediat prin induge ci x" = xOn,Ox > 0,nONY,
asadar rezultatul autat este2014°°7 .
(2) (1) Se considarfundgia g:G - G,g(x) = f (X)X 'si se arat destul de repedeiceste (3p)
injectiva;deoarece G este figjtavem & fungia estesi surjectiva, de unde concluzia este
imediag,
2) Asadar,pentru yOGarbitrar,exist  xOGastfel incat g(x)=y,de unde
-1 -1 -1 -1 -1, - (Zp)
f(y)=f(f(x)x ") =xF(x )=(f(x)D( ) =y “:ajungem astfel la
FO9)= F(F(y) = ()" =x"y " sauxy = yx Ox,y0G;
3) Daa x#e,avem f(x)#x= x#X 'si astfel toate submtiinile de forma {x, x'l} 20)
formeaz o partiie a lui G\{€} ,ale direi clase cofin toate cate dauelemente,adic G\{¢}
conine un nundr par de elemente,concluzia fiind imedisgitaici.
(3)a) Notim Azj_sdesi consideim B :j_cidx; determiim B - Asi
sinx+ cosx sinx+ cosx p)
_| i +
B+ A, de undeA= X n|smx COS(I +C=F(x)
1
F(O):O:F[’—Tj:i’ (p)
2) 4
b) derivand egalitatea dabhiinem 2g(x) = g(x) + xg’ (X),OxOR = g(x) = xg’(x), OxOR (2p)
; ax, x<O0 (1p)
Deducem &, pentrux#0, avem(Mj =0=9g(xX)=< b, x=0
X
cx, x>0
Deoarece g este continéi se ajunge ld=0,a=cOR, deci g(x) =ax,xOR (1p)
(4) a) Se considér f :(0,+oo) - R, f (X)=arctgx + arctg1 si deoarece 3
X (3p)
f’(x) =0= f(x)=k,0x>0; cum f (1) :%T, concluzia este evident
b) se folosgte schimbarea de variadik =% si imediat se obine c integral este egaku (4p)
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