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Subiectul I 

Fie  𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)1≤𝑖,𝑗≤𝑛
 și   𝑆1 = ∑ 𝑎1𝑖

𝑛
𝑖=1 ,   𝑆2 = ∑ 𝑎2𝑖

𝑛
𝑖=1 , ...,  𝑆𝑛 = ∑ 𝑎𝑛𝑖

𝑛
𝑖=1 ,   𝑆1

′ = ∑ 𝑎𝑖1
𝑛
𝑖=1 ,                       

𝑆2
′ = ∑ 𝑎𝑖2

𝑛
𝑖=1 ,...,  𝑆𝑛

′ = ∑ 𝑎𝑖𝑛
𝑛
𝑖=1 ................................................................................................2p 

Cum  𝑆1 + 𝑆2 +⋯+ 𝑆𝑛 = 𝑆1
′ + 𝑆2

′ +⋯+ 𝑆𝑛
′  și  𝑆1 + 𝑆2 +⋯𝑆𝑛 ≥ 0, iar 𝑆1

′ + 𝑆2
′ +⋯+ 𝑆𝑛

′ ≤ 0 

 ⇒ 𝑆1 + 𝑆2 +⋯+ 𝑆𝑛 = 0 = 𝑆1
′ + 𝑆2

′ +⋯+ 𝑆𝑛
′  

Cum  𝑆𝑘 ≥ 0, ∀𝑘 = 1, 𝑛 ⟹ 𝑆𝑘 = 0. Analog  𝑆𝑘
′ = 0……………………………………………………………….3p 

Deci  𝑆1 = 𝑆2 = ⋯ = 𝑆𝑛 = 0. 

Atunci  𝑑𝑒𝑡𝐴 = 0! (pentru că, de exemplu, se adună la prima coloană restul coloanelor)........2p 

 

Subiectul II 

a) 𝐴 = (
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

);  𝐵 = (
𝑏11 𝑏12
𝑏21 𝑏22

). Se verifică prin calcul. ..........................................1p 

b) Din  𝑇𝑟(𝐴𝐵) = 𝑇𝑟(𝐵𝐴) ⇒ 𝑇𝑟(𝐴𝐵 − 𝐵𝐴) = 0. 

Atunci din Teorema Cayley-Hamilton  ⇒ (𝐴𝐵 − 𝐵𝐴)2 + 𝑑𝑒𝑡(𝐴𝐵 − 𝐵𝐴)𝐼2 = 𝑂2 

 ⟹−(𝐴𝐵 − 𝐵𝐴)2 = 𝑑𝑒𝑡(𝐴𝐵 − 𝐵𝐴)𝐼2………………………………………………………………………..2p 

Atunci  𝑑𝑒𝑡(𝐴𝐵 + 𝐵𝐴)𝐼2 + 𝑑𝑒𝑡(𝐴𝐵 − 𝐵𝐴)𝐼2 = (𝑑𝑒𝑡(𝐴𝐵 + 𝐵𝐴) + 𝑑𝑒𝑡(𝐴𝐵 − 𝐵𝐴))𝐼2 =

2(𝑑𝑒𝑡(𝐴𝐵) + 𝑑𝑒𝑡(𝐵𝐴))𝐼2 = 4 𝑑𝑒𝑡(𝐴𝐵)𝐼2…………………………………………………………………….2p 

Atunci  𝑇𝑟(𝑑𝑒𝑡(𝐴𝐵 + 𝐵𝐴)𝐼2 − (𝐴𝐵 − 𝐵𝐴)
2) = 𝑇𝑟(4 𝑑𝑒𝑡(𝐴𝐵)𝐼2) ⋮ 8………………………….2p 

 

 

Subiectul III 

a) Dacă  (𝑎𝑛) = 𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒𝑛𝑡 ⇒  lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 𝑙 ∈ ℝ. Din ipoteză rezultă  𝑙 = 𝑙2 − 8𝑙 + 18 ⇒ 𝑙1 =

3; 𝑙2 = 6 ⟹ 𝑙 ∈ {3, 6}………………………………………………………………………………………………1p 

Presupunem prin reducere la absurd că  𝑎𝑛+1 ≠ 𝑎𝑛 ∀𝑛 ∈ ℕ. 

Atunci  𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛 = 𝑎𝑛
2 − 8𝑎𝑛 − 𝑎𝑛−1

2 + 8𝑎𝑛−1 = (𝑎𝑛 − 𝑎𝑛−1)(𝑎𝑛 + 𝑎𝑛−1) − 8(𝑎𝑛 − 𝑎𝑛−1) = 

 = (𝑎𝑛 − 𝑎𝑛−1)(𝑎𝑛 + 𝑎𝑛−1 − 8).............................................................................................1p  

⇒ |𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛| = |𝑎𝑛 − 𝑎𝑛−1||𝑎𝑛 + 𝑎𝑛−1 − 8| (𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒𝑛𝑡 𝑙𝑎 4 𝑝𝑡 𝑎𝑛 → 6 𝑠𝑎𝑢 𝑙𝑎 2 𝑝𝑡 𝑎𝑛 →

             3) ⟹ ∃𝑛0 ∈ ℕ 𝑎𝑖 ∀𝑛 > 𝑛0 𝑎𝑣𝑒𝑚 |𝑎𝑛 + 𝑎𝑛−1 − 8| > 1,5.......................................................1p 



Atunci  |𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛| = |𝑎𝑛 − 𝑎𝑛−1||𝑎𝑛 + 𝑎𝑛−1 − 8| > 1,5|𝑎𝑛 − 𝑎𝑛−1| > 1,5
2|𝑎𝑛−1 − 𝑎𝑛−2| >

               … > 1,5𝑛−𝑛0|𝑎𝑛0+1 − 𝑎𝑛0|.......................................................................................................1p 

Deci  |𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛| > 1,5
𝑛−𝑛0|𝑎𝑛0+1 − 𝑎𝑛0| ∀𝑛 > 𝑛0.  

Prin trecere la limită  ⇒ 0 > ∞ fals.  ∃𝑝 ∈ ℕ 𝑎𝑖 𝑎𝑝+1 = 𝑎𝑝 ⇒ 𝑎𝑝+1
2 − 8𝑎𝑝+1 + 18 = 𝑎𝑝

2 −

              8𝑎𝑝 + 18 ⇒ 𝑎𝑝+2 = 𝑎𝑝+1 ⇒ 𝑎𝑛+1 = 𝑎𝑛 ∀𝑛 ≥ 𝑝 (prin inducție)...............................................1p 

b) Dacă  𝑎𝑛 = 𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒𝑛𝑡 ⇒ 𝑐𝑜𝑛𝑓𝑜𝑟𝑚 𝑎) ∃𝑝 ∈ ℕ 𝑎𝑖 𝑎𝑛+1 = 𝑎𝑛 ∀𝑛 ≥ 𝑝. 

Dacă  𝑎𝑝 = 𝑘 ⇒ 𝑎𝑛 = 𝑘 ∀𝑛 ≥ 𝑝 ⇒ 𝑎𝑛 → 𝑘 ⇒ 𝑘 ∈ {3, 6}..........................................................1p 

1) 𝑘 = 3 ⇒ 𝑎𝑝 = 3 ⇒ 𝑎𝑝−1
2 − 8𝑎𝑝−1 + 18 = 3 ⇒ 𝑎𝑝−1

2 − 8𝑎𝑝−1 + 15 = 0 

Δ = 4 ⇒ 𝑎𝑝−1 ∈ dacă 𝑎𝑝−1 = 5 ⇒ 𝑎𝑝−2
2 − 8𝑎𝑝−2 + 18 = 5 ⇒ 𝑎𝑝−2

2 − 8𝑎𝑝−2 + 13 = 0  

𝑐𝑢 Δ = 12𝑎𝑝−2 ∈ ℝ\ℚ 

2)  𝑘 = 6 ⇒ 𝑎𝑝 = 6 ⇒ 𝑎𝑝−1
2 − 8𝑎𝑝−1 + 18 = 6 ⇒ 𝑎𝑝−1

2 − 8𝑎𝑝−1 + 12 = 0 

 Δ = 64 − 48 = 16 ⇒ 𝑎𝑝−1 ∈ {2, 6} 

 𝑎𝑝−1 = 2 ⇒ 𝑎𝑝−2
2 − 8𝑎𝑝−2 + 16 = 0 ⇒ 𝑎𝑝−2 = 4 ⇒ 𝑎𝑝−3

2 − 8𝑎𝑝−3 + 14 = 0 

 ⇒ Δ = 8 ⇒ 𝑎𝑝−3 ∉ ℚ 

 Plecăm de la  {2, 3, 4, 5 𝑠𝑎𝑢 6} ⇒ 𝑑𝑒𝑐𝑖 𝑠𝑒 𝑝𝑜𝑎𝑡𝑒 𝑎𝑗𝑢𝑛𝑔𝑒 𝑙𝑎 𝑎𝑝 ∈ {3, 6}.............................1p 

 

Subiectul I 

Obs. că  𝑥𝑛 = ∏ ( √1 +
1

𝑘

𝑘+1
− 1)𝑛

𝑘=1 > 0……………………………………………………………………………………..1p 

Avem  √(1 +
1

𝑘
) ⋅ 1 ⋅ 1 ⋅ … ⋅ 1⏟      

𝑘 𝑜𝑟𝑖

𝑘+1
<
1+

1

𝑘
+𝑘

𝑘+1
=
𝑘2+𝑘+1

𝑘(𝑘+1)
⇒ √1 +

1

𝑘

𝑘+1
− 1 <

1

𝑘(𝑘+1)
⇒  ……3p 

∏ ( √1 +
1

𝑘

𝑘+1
− 1)𝑛

𝑘=1 < ∏
1

𝑘(𝑘+1)
𝑛
𝑘=1 =

1

1⋅2
⋅
1

2⋅3
⋅
1

3⋅4
⋅ … ⋅

1

𝑛(𝑛+1)
=

1

(𝑛!)2(𝑛+1)
   …………………………………2p 

Deci avem inegalitatea  0 < 𝑥𝑛 <
1

(𝑛!)2(𝑛+1)
⇒ lim

𝑛→∞
𝑥𝑛 = 0.  ………………………………………………………...1p 

 


