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Clasa a XII-a

L3 1. & 3
1. a) Demonstrati ca arctg x + arctg — = 5 oricare ar fi x > 0.
”
tarctgx
b) Pentru a > 1, calculati I £ .
1 X
. - . IR < fa ) :
2.Fie f:(0,%)— R o functie continua §i M =< 4(x)= ' x(0,) ;. Determi-
‘ 0 X ) '

nati functiile fpentru care M este grup in raport cu inmultirea matricelor.

3. Se considerd functia f: R — R periodica, neconstanta si care admite primitive.
a) Demonstrati ¢a orice primitivd a functiei f se poate scrie ca suma dintre o functie
periodicd si o functiede tipul G:R - R, G(x)=ax.unde aeR .
F(x)

b) Daca F:RE — R este o primitiva a functiei f, calculati L = lim :
X—>% Y

¢) Aratati cd nu existd limita lim(F (x) — Lx).
xX—x
Radu Gologan

4. Fie G un grup de ordin n. n = 4, cu proprietatea ca existd m € N, 1< m <n . astfel incat G

contine exact C";' subgrupuri de ordin i . Demonstrati ¢d grupul G este abelian.
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Clasa a Xll-a

: .. 1 9 <
1. a) Derivata functiei f(x) = arctg x + arctg—, x>0, este nuld, asadar f este constanta pe
X

(0,0). Cum (1) = % rezulti i f(x) = % Vx> 0.

1
tg -
© arctgx . | .  are
b) Daca I arctg dx, cu schimbarea de variabila — =t obtinem ca | = I Lgt,
1 X 1
a a
1
a arctgx +arctg — a - . rlna
deciI:I de:j—dx:—lnxj:ﬂlna,prinurmarelz .
1 X 12X 2 A
a a

xy xf(y)+yf(x)

2. Se observa ca A( ) A(Y) [
Xy

ca () =x-1 (y)+y

Cu notatia g(x)=

J. Cum A(x)-A(y)=A(xy), rezulta
£ (x),Vxe(0,0).

( )

nald g(xy)=g(x)+g ( ),Vxe(0,0). Atunci g(x)=klog, x, asadar f(x)=kxlog, x,

VX e (0,00) ,unde keR,ae (0,1)u(1,oo).
Pentru functiile f de aceastd forma, se verifica imediat axiomele grupului.

x>0, obtinem ca functia continua g verifica ecuatia functio-

3. a) Fie F o primitivd a lui f; cautim ae R astfel incét functia H(x)=F(x)-ax sa fie
periodica. Observam 1intdi ca functia g(x) =F(X+T)—F(x) are derivata nula, deci este
constantd, adicd F(x+T)-F(x)=k,vxeR. Conditia H(x+T)=H(x),vxeR revine

F-FO K

la aT =k, unde k = , deci este suficient sa luam a =

b) Aplicand regula lui I’Hospital (cazul de nedeterminare E) si tindnd seama de punctul
o0

a), obtinem ca lim—= F(x) =K.

X—>00 X

c) H este periodica si neconstantd, deci nu exista limH (X).
X—>00

4. Consideram submultimile lui G care contin elementul neutru e si incd m—1 elemente din
G\{e}. Numirul acestor submultimi este C];', deci toate aceste submultimi sunt
subgrupuri ale lui G.

Daci, prin absurd, m>2, atunci existi X,yeG\{e},x=#y; cum n-3>m-221,

putem alege m-2 elemente distincte din G\{e}, fie acestea a,a,,...a, ,. Notim



H,={e,x,a,a,,..a,,} si H,={e,y,a,a,,..a,,}. Avem cd xa eH, (deoarece H,
este sugrup), xa, ze (altfel x=a'eH,), xa=x (in caz contrar, a =e) si
xa, #a,i=2,m-2 (altfel x=aa,' e H,).

Contradictia la care am ajuns arati ci m=2, deci a’*=e,VaecG. Aceastd conditie
conduce la comutativitatea lui G.





