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OLIMPIADA DE MATEMATICĂ 

ETAPA LOCALĂ - 16 februarie 2014 

Clasa a IX-a 

VARIANTA 2 

 

1.Fie a,b,c numere reale strict positive. Arătaţi că: 
a

  a2 +bc
+

b

b2+ac 
 + 

c

c2+ab
≤

1

2
(
1

a
+

1

b
+

1

c
) 

                                                                 GM  nr.11/2013 

   

2.Fie a∈ R . Rezolvaţi ecuaţia : 

[x]2 + [x +
1

2
] = a + [2x], unde [𝐱] este partea întreagă a numărului real 𝐱. 

                                                                     GM  nr.11/2013 

 

3.Fie șirul  (an)n∈N∗   definit astfel: a1 = 0  și  an+1 = an + √4an + 1 + 1,   n ≥ 1. 

     a)  Să se determine   an . 

b)   Să se arate că √4a1 + 1 + √4a2 + 1 + ⋯ + √4an + 1 = n2 , n ≥ 1 

                                                                           GMB  nr.11/2011 

    

4.       În paralelogramul ABCD avem AB=4, BD=3, BC=2. Fie G= centrul de greutate al 

𝛥ABD, 

I=centrul cercului înscris în 𝛥BCD și M∈(BC) astfel încât BM⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ = 2MC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . Să se arate că G, I, M 

sunt coliniare. 

 

NOTA :     Toate subiectele sunt obligatorii.      

 Fiecare subiect se noteaza de la 0 la 7 puncte.         

Timp de lucru 3 ore. 

Fiecare subiect se va redacta pe o foaie separată. 
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OLIMPIADA DE MATEMATICĂ 

ETAPA LOCALĂ - 16 februarie 2014 

Clasa a IX-a 

VARIANTA 2 

BAREM DE CORECTARE: 

Problema 1 

Fie a,b,c numere reale strict positive. Arătaţi că: 
a

a2 +bc
+

b

b2+ac
+

c

c2+ab
≤
1

2
(
1

a
+
1

b
+
1

c
) 

                                                                      GM  nr.11/2013 

Soluţie: 

Aplicând inegalitatea mediilor avem: 

a2 + bc ≥ 2√a2bc <=>
1

a2+bc
≤

1

2√a2bc
 <=> 

a

a2+bc
≤

1

2√bc
   

b2 + ac ≥ 2√b2ac <=>
1

b2+ac
≤

1

2√b2ac
 <=> 

b

b2+ac
≤

1

2√ac
                       (2p) 

      c2 + ab ≥ 2√c2ab <=>
1

c2+ab
≤

1

2√c2ab
 <=> 

c

c2+ab
≤

1

2√ab
   

 

De asemenea: 

1

2
(
1

a
+
1

b
) ≥ √

1

ab
    

1

2
(
1

b
+
1

c
) ≥ √

1

bc
                                                                                                        (2p)  

1

2
(
1

a
+
1

c
) ≥ √

1

ac
     

Din relatiile de mai sus  obtinem 
a

a2+bc
+

b

b2+ac
+ 

c

c2+ab
≤
1

2
(
1

√bc
+

1

√ac
+

1

√ab
) ≤

1

4
(
1

b
+
1

c
+
1

a
+
1

c
+
1

a
+
1

b
) =         

=
1

4
⋅
1

2
(
1

a
+
1

b
+
1

c
) =

1

2
(
1

a
+
1

b
+
1

c
) .                                                                      (2p) 

 

Prin urmare :  

 

                 
a

a2+bc
+

b

b2+ac
+ 

c

c2+ab
≤
1

2
(
1

a
+
1

b
+
1

c
) .                                                      (1p) 

 

Problema 2 

 

Fie a∈ R . Rezolvaţi ecuaţia : 

[𝐱]𝟐 + [𝐱 +
𝟏

𝟐
] = 𝐚 + [𝟐𝐱], unde [𝐱] este partea întreagă a numărului real 𝐱. 

                                                                   GM  nr.11/2013 

Soluţie: 

 

Se cunoaşte egalitatea lui Hermite pentru n=2: 
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[x] + [x +
1

2
] = [2x].                                                                                                             (2p) 

Ecuația din enunț devine: 

[x]2 + [2x] − [x] = a + [2x]  <=>  [x]2 − [x] = a <=> [x]2 − [x] − a = 0.        (1p) 

Ultima exuație are soluții reale <=> 1 + 4a ≥ 0, a∈ Z <=> a ∈ N.                         (1p) 

Pe de altă parte: [x]2 − [x] = a <=> [x]([x] − 1) = a ,    a ∈ N.                               (1p) 

Prin urmare dacă a = (k − 1)k,    k ∈ 𝐍 atunci ecuația se reduce la: 

[x] = k, k ∈ 𝐍 și soluția va fi x ∈ [k, k + 1).                                                                      (1p) 

Pentru celelatle valori reale  ale lui 𝐚 ecuația nu are soluții reale.                                 (1p) 

Problema 3 

Fie șirul  (an)n∈N∗   definit astfel: a1 = 0  și  an+1 = an + √4an + 1 + 1,   n ≥ 1. 

a) Să se determine   an . 

b) Să se arate că √4a1 + 1 + √4a2 + 1 +⋯+√4an + 1 = n
2 , n ≥ 1. 

       G.M.  nr. 11/2011  

 

Soluție:     a)   a1 = 0. În relația din enunț dăm valori lui n∈ N∗. 

Pentru   n = 1 => a2 = a1 +√4a1 + 1 + 1 =>  a2 = 2 = 1 ∙ 2 

Pentru   n = 2 => a3 = 6 = 2 ∙ 3 

Pentru   n = 3 => a4 = 12 = 3 ∙ 4 

.............................................................. 

Pentru   n = n − 1 => an = (n − 1) ∙ n      .........................................................................(2p) 

Demonstrăm prin inducție matematică că an = (n − 1) ∙ n     (∀) n ∈ N∗ 

1) Verificarea este făcută. 

2) P(K) → P(k + 1) <=> ak = (k − 1) ∙ k
?
⇒ ak+1 = k(k + 1)  

Cum  ak+1 = ak +√4ak + 1 + 1 și   ak = (k − 1) ∙ k => 

ak+1 = (k − 1) ∙ k + √4k(k − 1) + 1 + 1  

ak+1 = k
2 − k + √(2k − 1)2 + 1  

ak+1 = k
2 + k = k(k + 1)                                                

Din 1) și 2) =>  an = (n − 1)n, (∀)  n ∈ N
∗            .............................................................(2p) 

b) Vom calcula suma Sn = √4a1 + 1 + √4a2 + 1 +⋯+√4an + 1 

Sn = ∑ √4ak + 1
n
k=1 = ∑ (2k − 1)n

k=1 = 2 ∙
n(n+1)

2
− n =  𝑛2     ...................................................(3p) 

Problema 4 

 

În paralelogramul ABCD avem AB=4, BD=3, BC=2. Fie G= centrul de greutate al 

𝛥ABD, I=centrul cercului înscris în 𝛥BCD și M∈(BC) astfel încât 𝐵𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 2𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . Să se arate că 

G, I, M sunt coliniare. 

                                                        

Soluție: 

 Cum G este centrul de greutate al 𝛥ABD avem:  
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𝑟 𝐺 =
1

3
(𝑟𝐴⃗⃗  ⃗ + 𝑟𝐵⃗⃗  ⃗ + 𝑟 𝐷)  (1)                                                                                                               (1p)                           

Cum I= centrul cercului înscris în 𝛥BCD de laturi 4, 3 și 2 avem: 

𝑟𝐼⃗⃗ =
4𝑟𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗+3𝑟𝐶⃗⃗ ⃗⃗  +2𝑟𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗

4+3+2
  (2)                                                                                                                         (1p) 

 Cum  
𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗

𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  
= 2 =>  𝑟𝑀⃗⃗⃗⃗ =

1

3
𝑟𝐵⃗⃗  ⃗ +

2

3
𝑟𝐶⃗⃗  ⃗  =>  𝑟𝑀⃗⃗⃗⃗ =

1

3
( 𝑟𝐵⃗⃗  ⃗ + 2 𝑟𝐶⃗⃗  ⃗) (3)                              (1p) 

 Dar ABCD este paralelogram =>  𝑟𝐴⃗⃗  ⃗ +  𝑟𝐶⃗⃗  ⃗ =  𝑟𝐵⃗⃗  ⃗ +  𝑟𝐷⃗⃗  ⃗ (4)                                       (1p) 

Din 
(𝟏) ș𝑖 (𝟒) 
⇒       𝑟𝐺⃗⃗  ⃗ =

1

3
(2 𝑟𝐵⃗⃗  ⃗ + 2 𝑟𝐷⃗⃗  ⃗ −  𝑟𝐶⃗⃗  ⃗) (5)                                                                                 

𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =  𝑟𝐺⃗⃗  ⃗ −  𝑟𝑀⃗⃗⃗⃗  
(𝟑) ș𝑖 (𝟓)
⇒      𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =

1

3
(2 𝑟𝐵⃗⃗  ⃗ + 2 𝑟𝐷⃗⃗  ⃗ −  𝑟𝐶⃗⃗  ⃗) −

1

3
(𝑟𝐵⃗⃗  ⃗ + 2𝑟𝐶⃗⃗  ⃗) => 

=> 𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =
1

3
(𝑟𝐵⃗⃗  ⃗ + 2𝑟𝐷⃗⃗  ⃗ − 3𝑟𝐶⃗⃗  ⃗) (𝟔)                                                                                             (1p) 

𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑟𝐼⃗⃗ − 𝑟𝑀⃗⃗⃗⃗  
(𝟐) ș𝑖 (𝟑)
⇒      𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

1

9
(4𝑟𝐵⃗⃗  ⃗ + 3𝑟𝐶⃗⃗  ⃗ + 2𝑟𝐷⃗⃗  ⃗) −

1

3
(𝑟𝐵⃗⃗  ⃗ + 2𝑟𝐶⃗⃗  ⃗)  

 Obținem: 

𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

9
(𝑟𝐵⃗⃗  ⃗ + 2𝑟𝐷⃗⃗  ⃗ − 3𝑟𝐶⃗⃗  ⃗) /∙3 => 3𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

1

3
(𝑟𝐵⃗⃗  ⃗ + 2𝑟𝐷⃗⃗  ⃗ − 3𝑟𝐶⃗⃗  ⃗) (7)                                         (1p) 

(6)ș𝑖 (7)
⇒      𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 3𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗ =>punctele G, I, M sunt coliniare.                                                  (1p) 
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