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Clasa a X-a

	
	

1.   Fie cu cel puțin două elemente  și funcția  astfel încât 


,  .

	2 p
	
a)  Să se demonstreze că  nu poate fi strict descrescătoare.

	2 p
	
b)  Dacă , să se arate că există o infinitate de funcții bijective care verifică relația din enunț.

	3 p
	

c)  Să se determine ,  dacă  este finită.

	
	

	7 p
	
2.  Să se arate că  

	
	Traian Covaciu

	
	

	
	
3.  Să se demonstreze că dacă ,  atunci există o infinitate de perechi de numere reale strict 

     pozitive  astfel încât:

	3 p
	
a) .

	4 p
	
b) .

	
	Dana Heuberger

	
	

	7 p
	


4.  Fie  și  centrul cercului circumscris, respectiv ortocentrul triunghiului .



     Demonstrați că dacă   și , atunci  .

	
	Lucian Dragomir, S.L14.337, G.M. 12 / 2014
















Timp de lucru 3 ore. Se acordă în plus 30 de minute pentru întrebări.

Fiecare problemă  este notată cu 7 puncte.



Subiecte selectate şi prelucrate de: 
Dana Heuberger, C.N. „Gheorghe Șincai” Baia Mare
Traian Covaciu, C. N. „Vasile Lucaciu” Baia Mare


Olimpiada Naţională de Matematică
Etapa Locală – Maramureş, Clasa a X-a
Soluții



1.  a) Presupunem că  poate fi strict descrescătoare. Atunci,  este strict crescătoare, iar funcția 


,  este strict descrescătoare, contradicție.


b)  De exemplu, funcțiile ,    sunt soluții.



c)  Fie   și ,  cu  .  

Se arată ușor că  este injectivă. 






Mulțimea  fiind finită, rezultă că  este și surjectivă. Așadar există  astfel încât  . Atunci, , de unde rezultă că .  








Dar , deci, adică  . Deoarece , raționând la fel obținem că . Inductiv, rezultă că , , deci singura soluție este funcția .
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2. 

.

Dar 


3. Condiții de existență:  .



a)   și orice pereche , cu  este soluție.



b)  Alegem ,  cu  . Obținem    și apoi


	 	



Fie  ,  ,  .  



Deoarece  este strict descrescătoare și  este strict crescătoare, ecuația  are cel mult o soluție.






 I. .   și   ecuația are o unică soluție, , care aparține intervalului .






II. .  și   ecuația are o unică soluție, , care aparține intervalului .




4. Alegem  un  reper  cartezian  cu  centrul  în  și  notăm cu literele mici corespunzătoare afixele punctelor din problemă. 




Avem  ,  ,  unde astfel încât  e un paralelogram, cu . 




Din ipoteză, , unde  este raza cercului , circumscris triunghiului . 



Așadar ,  deci  , iar   este un romb. 







Deoarece , rezultă că .  Analog, din  deducem că , deci triunghiul  este echilateral. Rezultă că , deci . 

Obținem .














image4.wmf
:

fAA

®


image47.wmf
(

)

(

)

(

)

logloglog111

aaa

xyxyxyxyxy

+=+Û+=×Û--=


oleObject48.bin

image48.wmf
(

)

,

xy


oleObject49.bin

image49.wmf
1

1

x

x

y

x

>

ì

ï

í

=

ï

-

î


oleObject50.bin

image50.wmf
k

ya

=


oleObject51.bin

image51.wmf
,2

kk

Î³

¥


oleObject52.bin

oleObject2.bin

image52.wmf
(

)

(

)

loglog

kkkk

aa

xaxxax

+=Û+=


oleObject53.bin

image53.wmf
1

1

1

kk

ax

x

-

+×=


oleObject54.bin

image54.wmf
(

)

1


oleObject55.bin

image55.wmf
(

)

,:0,

fg

¥®

¡


oleObject56.bin

image56.wmf
(

)

1

1

k

fxa

x

=+×


oleObject57.bin

image5.wmf
xA

"Î


image57.wmf
(

)

1

k

gxx

-

=


oleObject58.bin

image58.wmf
f


oleObject59.bin

image59.wmf
g


oleObject60.bin

oleObject61.bin

image60.wmf
>1

a


oleObject62.bin

image61.wmf
(

)

(

)

11

fg

>


oleObject3.bin

oleObject63.bin

image62.wmf
(

)

(

)

22

faga

<


oleObject64.bin

image63.wmf
Þ


oleObject65.bin

image64.wmf
k

x


oleObject66.bin

image65.wmf
(

)

1,2

a


oleObject67.bin

image66.wmf
1

a<


image6.wmf
(

)

(

)

(

)

20162015

ffxfxx

=×-

o


oleObject68.bin

oleObject69.bin

image67.wmf
22

fg

aa

æöæö

<

ç÷ç÷

èøèø


oleObject70.bin

oleObject71.bin

oleObject72.bin

image68.wmf
2

1,

a

æö

ç÷

èø


oleObject73.bin

image69.wmf
O


oleObject74.bin

oleObject4.bin

image70.wmf
habc

=++


oleObject75.bin

image71.wmf
HAhabcOM

=-=+=


oleObject76.bin

image72.wmf
OBMC


oleObject77.bin

image73.wmf
(

)

Mbc

+


oleObject78.bin

image74.wmf
HAOAR

==


oleObject79.bin

image7.wmf
f


image75.wmf
R


oleObject80.bin

image76.wmf
(

)

,

OR

C


oleObject81.bin

image77.wmf
ABC


oleObject82.bin

image78.wmf
OMOAR

==


oleObject83.bin

image79.wmf
(

)

(

)

,

MbcOR

+Î

C


oleObject84.bin

oleObject5.bin

oleObject85.bin

image80.wmf
·

(

)

·

(

)

µ

(

)

2

mBMCmBOCmA

==×


oleObject86.bin

image81.wmf
µ

(

)

60

mA

=

o


oleObject87.bin

image82.wmf
HBOB

=


oleObject88.bin

image83.wmf
µ

(

)

60

mB

=

o


oleObject89.bin

image84.wmf
ABC


image8.wmf
A

=

¡


oleObject90.bin

image85.wmf
µ

(

)

60

mC

=

o


oleObject91.bin

image86.wmf
(

)

(

)

,

PabOR

+Î

C


oleObject92.bin

image87.wmf
HChcabOPR

=-=+==


oleObject93.bin

oleObject6.bin

oleObject7.bin

image9.wmf
A


oleObject8.bin

image10.wmf
20152016

log2014log2017

20162014

>


oleObject9.bin

image11.wmf
0,1

aa

>¹


oleObject10.bin

image12.wmf
(

)

,

xy


oleObject11.bin

image13.wmf
(

)

logloglog

aaa

xyxy

+=+


oleObject12.bin

image14.wmf
(

)

(

)

(

)

logloglog

aaa

xyxy

+=×


oleObject13.bin

image15.wmf
O


oleObject14.bin

image16.wmf
H


oleObject15.bin

image17.wmf
ABC


oleObject16.bin

image18.wmf
HAOA

=


oleObject17.bin

image19.wmf
HBOB

=


oleObject18.bin

image20.wmf
HCOC

=


oleObject19.bin

image21.wmf
f


oleObject20.bin

image22.wmf
ff

o


oleObject21.bin

image23.wmf
:

gA

®

¡


oleObject22.bin

image24.wmf
(

)

(

)

20162015

gxfxx

=×-


oleObject23.bin

image25.wmf
:

a

f

®

¡¡


oleObject24.bin

image26.wmf
(

)

2015,

a

fxxaa

=+Î

¡


oleObject25.bin

image27.wmf
,2

nn

Î³

¥


oleObject26.bin

image28.wmf
{

}

12

,,,

n

Aaaa

=

K


oleObject27.bin

image29.wmf
12

n

aaa

<<<

K


oleObject28.bin

oleObject29.bin

image30.wmf
A


oleObject30.bin

oleObject31.bin

image31.wmf
k

aA

Î


oleObject32.bin

image32.wmf
(

)

1

k

faa

=


oleObject33.bin

image33.wmf
(

)

(

)

(

)

1

1

2015

2015

20162016

kk

k

k

ffaa

aa

afa

+×

+×

==³


oleObject34.bin

image34.wmf
1

k

aa

³


oleObject35.bin

image35.wmf
1

k

aa

£


oleObject36.bin

image36.wmf
1

k

aa

=


oleObject37.bin

image37.wmf
(

)

11

faa

=


image3.wmf
A

Ì

¡


oleObject38.bin

image38.wmf
{

}

22

min,,

n

aaa

=

K


oleObject39.bin

image39.wmf
(

)

22

faa

=


oleObject40.bin

image40.wmf
1,

in

"=


oleObject41.bin

image41.wmf
(

)

ii

faa

=


oleObject42.bin

image42.wmf
1

A


oleObject1.bin

oleObject43.bin

image43.wmf
2015201620152016

log2014log2017log2016log2017

20152016

2016201420142014log2016log2017

>Û>Û>Û


oleObject44.bin

image44.wmf
2

lg2016lg2017

lg2016lg2015lg2017lg2015lg2017lg2016

lg2015lg2016

>Û>×Û×<


oleObject45.bin

image45.wmf
lg2015lg2017

lg2015lg2017lg20152017lg2016

2

+

×<=×<


oleObject46.bin

image46.wmf
(

)

,0,

xy

Î¥


oleObject47.bin

image1.png
INSPECTORATUL SCOLAR
JUDETEAN MARAMURES
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