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CLASA a XII-a

PROBLEMA 1. Fie multimea

a 0 -a
K= A(a,b): b 2b b [;a,beR;.
-a 0 a

Atunci (K. +.-) este corp.

PROBLEMA 2. Fie (G, ) un grup si functiaf: G = G, f(x)=x".

a) Sa se demonstreze ca f este endomorfism al grupului G daca si numai
daca (G, -) este grup abelian.

b) Daca grupul G este comutativ si are un numar impar de elemente, sa se
demonstreze ca functia f este un automorfism al grupului G.

PROBLEMA 3.Fie sirul de termen general

I =

n

e (tg"‘lx +1g"x+ tg"”x) dx,n>1.

O b i [N

Sa se calculeze limn("{/ﬁ —1).

n—>0

PROBLEMA 4. Sa se determine functiile /:[0, ©) — R care verifica

simultan conditiile:

i) f este crescatoare;

ii) fadmite o primitiva F' cu proprietatea cad F' (0)=0si F (x +y) < F (x) +
F(y), Vx,y €]0, ©) .

NOTA: Timp de lucru 3 ore.
Toate subiectele sunt obligatorii.
Fiecare subiect se noteaza cu puncte de la 0 la 7.
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Barem clasa a Xll-a
Problema 1.
Verificarea axiomelor .(7p)

Problema 2.

a) Daca f este endomorfim al grupului G, atunci f(xy) =f( x) £( ), Vx,y €G.

Atunci (xy)2 =x"y*,Vx,y €G, adicd xyxy = xxyy , Vx, y €G . Simplificand la stinga prin x si

la dreapta

prin y obtinem yx = xy, Vx,y €G, deci (G, -) este grup abelian. (2 puncte)

Daci (G, -) este grup abelian, atunci Vx, y €G avem

f(x)= (xy)2 =xyxy = xxyy =xy’ = f(x) f(»). adicd f este endomorfim al grupului G. (1
punct)

b) Fie (G, -) un grup comutativ cu 2n + 1 elemente (n € N) . Daci e este elementul neutru al

grupului, atunci x*"*' =e , Vx €G . (1 punct)

Dacia, b €Gsif(a) =f(b) =>a’* =b> = a® =b*". Dar a™"' =b™"' = a”"a=b""b = a=b,
prin urmare f'este injectiva. (1 punct)

Deoarece f este injectiva si G este multime finitd, rezulta ca f este bijectiva. (1 punct)

Cum (G, -) este grup abelian, conform a) rezulta c f este endomorfim al grupului G.
in concluzie, f este automorfism al grupului G. (1 punct)

Problema 3.

z a
4

3
Avem I =J‘e”””tg"_lx(l+tg2x)dx+.|.e””tg"xdx=Il +1,. Prima integrala devine prin
0 0

nw nr

integrare prin parti 7, =™ (ltg"xj |4 -1, L —1,(3p).De aici nI, =¢ * si limita
n n

T

e“”—l_z
4

de calculat se scrie lim

n—o0

(4p).

1
n

Problema 4

Pentru x =y > 0 obtinem F (2x) < 2F (x) = F (2x) - F (x) < F (x). Din teorema lui

Lagrange rezulta ca existi cx € (x , 2x) astfel incat x f(cx ) < F(x) . Deoarece feste
crescatoare,
3/ (x) = F (x)

2
X

avem £ (x) <f(cx) , decix f(x) < F (x). In continuare deducem <0,



adica (MJ <0,Vx e(0,0) de unde rezulta ca functia M
X X
este descrescatoare pe (O,oo) . (4 puncte)

Cum f'este crescatoare rezultd ca F este convexa si cum F' (0) = 0 deducem ca functia
F(x) F(x)

x Cx
Avem F (x) =kx = f(x) =k, ¥x € (0,00) . Cum fare primitive rezulti ci fare
proprietatea lui Darboux, deci f(x) =k, Vx €[0,).(3puncte)

este crescatoare pe (O,oo) , prin urmare este constanta pe (O, oo) .

A doua solutie. Deoarece fare primitive rezultd ca fare proprietatea lui Darboux si cum f'este
monotona deducem ci feste continud. Atunci F(x)= j F(¢)dr.(1p)
0

Fie x,y €[0,) Inegalitatea din enunt se poate scrie

.X+y y

F(x+y)~FX)<F(y) = [ f(t)de<[f(t)a

x+y y
Cu schimbarea de variabila u=t-x avem _[ f(t)dt = jf(x+u)du si inegalitatea precedent devine
X 0

(f(t+x)—f(t))dt <0.(2p)

O

Dar f crescatoare si 7 < ¢+ x implica f (¢ + x) —f(¢) =0, Vr €[0, y], deci

)

I(f(f+x)—f(t))dt >0. (2 puncte)

0

y
Atunci j( f(t+x)— f(t))dt =0 si cum functia de sub integrala este continua si pozitiva,
0

rezulta caf (¢ +x) —f(t) =0, vVt €[0, y]. Pentru ¢ = 0 obtinem 7 (x) = 7(0) si cum x a fost
ales arbitrar, deduce ca f este functia constanta.
Se verifica imediat ca functiile constante verifica cerintele problemei. (2 puncte)
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