Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa Nationala, Satu Mare, 4 aprilie 2018

CLASA a XlII-a - Solutii si barem

1. Fie A un inel finit i a,b € A cu proprietatea ca (ab— 1)b = 0. Ardtati ca b(ab—1) = 0.
Solutie:
Egalitatea din ipoteza este echivalenta cu ab? = b, iar cea de demonstrat cu bab = b.
Daca elementul b este idempotent(i.e., b* = b), atunci bab = bab® =b-b = b* = b.
Daca b™ = b, cu m > 2, atunci bab = bab™ = bab’*b™ 2 =b-b-b" 2 = ph™ = b.

..................................................................................... 2p
Este suficient sa aratam ca exista m > 2 cu proprietatea ca ™ =b................... 1p
Inelul A fiind finit, exista 1 < k < m numere naturale, cu k£ minim, cu proprietatea ca
B = D 1p
Aratam ca k = 1.

Daca k > 1, atunci ab® = ab™ = ab?b™ =2 = 0™ . 1p
Daca k = 2, rezulti ca b = ab® = ™!, contrazicand minimalitatea. ................. 1p
Daca k > 2, atunci b* ! = b- b2 = ab?b"2 = ab¥ = b™!, contrazicind de asemenea
minimalitatea. . ... 1p

Observatie: Nu se acorda puncte pentru discutarea cazului unui inel comutativ.

2. Fie F multimea functiilor continue f : R — R care satisfac conditia
Oy flz) > w41,

pentru orice x numar real. Determinati valoarea minima pe care o poate lua integrala

1) = [ fa)ds.

atunci cand f parcurge F.

Solutie:
Vom arata ca valoarea minima este %
Consideram functia g : R — R, g(z) = e + 2 — 1.
Aceasta este strict crescatoare i continua, cu Im(g) = R, deci inversabila,. .......... 1p
cu inversa de asemenea continua si strict crescatoare.............. ... ... i 1p
Inegalitatea din enunt se scrie sub forma g(f(z)) > z, Vo € R, de unde



F(x) > g7 @), Vo € R 1p
Cum g ' e F,si I(f) >1(g7"), Vf € F, valoarea minima este [ (g71)............... 2p
Cu substitutia t = g~!(z), avem

..................................................................................... 2p
Observatie: Ultimul calcul reface demonstratia teoremei lui Young, care se poate de aseme-

nea invoca pentru obtinerea concluziei.

3. Fie f :[a,b] — R o functie integrabila, iar (a,)n>1 un sir de numere reale strict pozitive

cu proprietatea ca nh_glo a, = 0.

a) Daca A ={m-a,|m,n € N*} ardtati ca orice interval deschis de numere strict pozi-
tive contine elemente din A.
b) Daca pentru orice n € N* gi orice x,y € [a,b] cu |x —y| = a, are loc inegalitatea

Y
/f(t) dt| < |z —vy|, ardtati ca:

Yy
/f@dtspwwm Va,y € a,b].

Solutie:

a) Deoarece lim a, = 0, pentru orice ¢,d > 0, cu ¢ < d, exista n € N* cu a,, < d — c.
n—oo

Pentru m = | %] + 1 rezultd atunci ca m-a, € (c,d)NA. .......................... 1p

b) Functia f fiind integrabila, este marginita. Fie M > 0, cu Im(f) C [-M, M].
Fie m,n € N* fixate §i z,y € [a,b] cu |z — y| = m - a,. Aratam ca

y
[ ] <1z -
Definim, pentru k& = 0, m, numerele z;, € [a, b] prin

k k k
gp=x+— (y—2)=(1——) o2+ —-y.
m m m



Rezulta ca |z, — zx_1| = an, pentru orice k = 1,m, si

[ i) =| [ ra| =[5> [ rwa] <3°
roa=\f o=l o=

z

k m
Fyd) <7 o — 2] = e —yl.
k=1
1

..................................................................................... 2p
Fie acum z,y € |[a,b] oarecare si d = |x — y|. Pentru d = 0, inegalitatea ceruta este

evidenta. Presupunem in continuare d > 0. Cum A este densa in [0, 00), exista un sir
(dn)n>1 C A cu proprietatea ca d,, /* d. Consideram

SRR RS B
Yn=1r+-5(y—z)= )Tt

Atunci y, € [a,0], [y — 2| € AL Un = Yo v ovee 2p
Rezulta ca

Yy
/fmﬂSMw—m—w.
Yn

..................................................................................... 1p
Obtinem atunci ca

Yy Yn Yy Yn y y
/f(t)dt _ /f(t)dt+/f(t)dt < /f(t)dt +/ f(t)dt‘ < ]:c—yn|+/ f(t)dt‘.
J J o J Yn Yn
Trecand la limita in ultima inegalitate, obtinem inegalitatea ceruta.
..................................................................................... 1p

. Pentru k € Z definim polinomul Fy, = X* +2(1 — k) X? + (1 + k)%. Sd se determine toate
valorile k € Z, astfel incat Fy, sa fie ireductibil peste Z si reductibil peste Z, pentru orice
P prim.

Solutie:

Vom arata ca numerele care satisfac conditia ceruta sunt toate numerele k € Z care nu
sunt de forma %2, cu l € Z.

Aratam ca F}, este reductibil peste Z daca si numai daca F}, se descompune ca produs de
doua polinoame monice de grad 2.

intr—adevér, daca F} are o radacina intreaga m, atunci

a) daca m = 0, atunci k = —1, 51 F_; = X?(X? +4).

b) dacd m # 0, atunci —m este de asemenea radacing, si X2 — m? divide Fy.



Deci F}, este reductibil peste Z dacd si numai daca Fy, = (X? +aX +b)(X?+cX +d), cu
a,b,c,d € 7Z. Prin identificarea coeficientilor, avem ca a +c¢ =0, ac+ b+ d = 2(1 — k),
ad +bc=0gi bd = (1+ k)%

Daca a = 0, atunci c = 0, b+d = 2(1 — k), bd = (1 + k)?, de unde obtinem (b — d)? =
41— k)* —4(1 + k)? = —16k, astfel ca k = —I1* cul € Z.

Dacd a # 0, atunci ¢ = —a, b=d, b* = (1 + k)2, 2b — a* = 2(1 — k).

Daca b = —1 — k, rezultd a®> = —4, imposibil. Deci b = 1 + k si a® = 4k, de unde k = [2,
cul € Z.

Prin urmare, F}, este reductibil peste Z dac# si numai dacd k = +I%, cul € Z. ....... 2p
Aratam ca Fj, este reductibil peste Z, cu p prim, pentru orice k € Z.

Pentru p = 2 avem ci F, = X* sau F, = X* +1 = (X 4 1)%, deci Fj, este reductibil. . 1p
Fie p numar prim impar. Putem presupune ca k # 0 (mod p) si k # —1 (mod p).

Ca mai sus, Fj, este reductibil peste Z,, daca si numai daca Fj, = (X24-aX+b)(X2+eX+d),
cu a,b,c,d € Z, care verifica conditiile a + ¢ = 0 (mod p), ac+ b+ d = 2(1 — k) (mod p),
ad + bc = 0 (mod p) si bd = (1 + k)? (mod p).

Dacd a = 0 (mod p), avem cd ¢ = 0 (mod p) si (b — d)? = —16k (mod p).(1)

Daci a # 0 (mod p), atunci ¢ = —a (mod p), b = d(mod p), b* = (1 + k)? (mod p) si
20 — a* = 2(1 — k) (mod p).

Pentru b = —1 — k (mod p) avem c& a? = —4 (mod p).(2)

Pentru b = 1 + k (mod p) avem c&d a? = 4k (mod p).(3)

..................................................................................... 1p
Cum —16k = —4 - 4k, cel putin unul dintre elementele —16k, —4 si 4k este rest patratic
modulo p, astfel ca cel putin una dintre ecuatiile (1), (2) sau (3) are solutii........... 1p

Cum Fj, = (X2 +(1—k))?—(=16k) = (X?— (1+k))2—(—4) X2 = (X2 +(1+k)) — (4k) X?,
rezulta ca Fj, este reductibil peste Z,, pentru orice k € Z. ................ ... ... 1p



