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0

Se considera matricea AeM,(R), A= (1

_1 . . .. . .
0 Sa se arate ca exista A e R astfel incat

2015
A(l,+A)(1,—A)=1, sisa se calculeze suma S:ZAK.
k=0

Se considera sirul de numere reale (a,) , astfel incat a, =3a,,, +4 si & =0, iar sirul

n
b, =a,+2, VneN". S se calculeze lim Z(Zk -1)b,.
ket

N—o0 =

1 |n®
Sa se calculeze limita L = Iim[lim(1+sin X+ 2sin2X+...+nsin nx)x] .

n—owo| x—0

Se considera sirul de numere reale a, =a, a, =b, a,be(0,%0) cu termenii a;,a,,a3in
progresie algebrica, cu temenii a,,a5,a, In progresie geometricd, cu termenii ag,a,,4as;
in progresie algebrica, cu termenii a,,as,34 in progresie geometrica si asa mai departe.

a) Sa se determine formula termenului general al sirului.

b) Sa se calculeze valoarea lui a si b pentru care lim| a,, 1 n? —ﬂn = i
n—oo 3 3 3

Toate subiectele sunt obligatorii.
Fiecare problema se puncteaza cu 10 puncte.

Timp de lucru 3 ore

Subiect clasa a XI -a
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1.) | Din oficiu 1p
(1, +A) (1, = A) =1, = A(1, - A*) =1, si cum A® =—I, rezultd =% 2p
Din A? =—1,obtinem A*=—Asi A* =1, 1p
Avem A% =1,; A%t=pA AMZ=_], i A*P=—A 2p
Cum A’ + A"+ A+ A =1, + A+(-1,)+(-A)=0,avem 2p
2015
S=Y A=A LA AT AT A AR AN AT 2, 2p
k=0 =0, =0,
2.) | Din oficiu 1p
a,=3a,,+4=a,+2=3a,,+6=a,+2=3(a,,+2) ) 2p
® . ' i
b,=a,+2=b,=3b,,=b,, =%bn,Vn eN" de unde rezultd ca §1rul(bn )neN* este o progresie
1 n-1 2 2p
geometrica cu primul termen b, =2 siratia = 3 deci b, = 2(§j = 31
: : n(n+1
Cum Z:(2k-1)=22:k—n:2g—n=n2 1p
k=1 k=1 2
n , 2n? . . 2n®
Avem > (2k-1)p, =n T de unde lim > (2k ~1)b, = lim o 1p
k=1 k=1
Pentru calculul limitei aplicam de doua ori teorema lui Stolz-Cesaro ( sirul cu termenul
general x, =3"",n>1 fiind strict crescator) 3
_on? o 2(n+1)-2n* on+l . (2n+3)—(2n+1) 1 P
r!lm 3n—1 = rl]lm 3n 3n—1 = rl]lm 3n—1 = rl]lm 3n 3n—1 = r!Im 3n—1 = O
3.) | Din oficiu 1p
1
Iin3(1+sin X +28iN2X+...+nsinnx)x =
X—>
1 _sinx+25in2)):+...+nsin X Iimsin X+2s8in 2X+...+nsinnx 3p
Iirrg{(l+sin X+28in2X+...+nsin nx)sinx+2sin2x+...+nsinnxJ =g x
X—>
_ el‘ﬂ};sm x+2sin 2)>:+...+nsin nx _ elmsizx % 2252ir)1(2x . n’ snl)r: nx _ e1+22+,,,+n2 _ en(n+l)6(2n+1) 4p
1
n(n+1)(2n+1) \p3 lim n(n+1)(2n+1) 1
L= Iim[e 6 J e o' —g3 2p
n—o0
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4.) | Din oficiu 1p
a,,a,,a5 progresie aritmetici = a; =2a, —a, =2b—-a 1p
. . a; (2b-a)
a,,as, a, progresie geometrica = a, = P
2
az,a,,a; progresie aritmeticd = a; =2a, —a; = (20— a)ng ~2a) 1p
. . a; (3b-2a)’ 1p
a,,as,8g progresie geometrica = a; = = 5
4
“1b—(k - —(k - _(k —1alP 1
Presupunem, caa,,_; = [(k b (k 2)a][kb (k 1)a] slay = M, P
2
trebuie sa demonstram cd a,,; = [kb—(k —l)ag)[(k +1b—ka] Sl Ayy,p = w
Ay 1,8,y , Ay, Progresie aritmetica = 1p
kb—(k-1)af [(k-2b—(k-2)aJkb—(k -1)a
S £ LS i (R R0 BRI
_ [kb—(k—1)a](k +1)o — ka]
b H
A,y 8oy 115 8o, Progresie geotmetrica =
{[kb— (k—1)af(k +1)b - ka]}z
Ak b [(k +1)o — ka
Aoki2 = = 2 = :
A [kb—(k —1)a] b
b
Deci formula termenului general este a,, , = (k-1 —(k - Zb)a][kb— (k1)) si 1p
2
o :w ,pentru vk e N”
a2 n2 2 2 1
Iim(azn—lnz—ﬂnjﬂim (b-2)"n 2(a ab)n+a —lnz—fn g
n—oo 3 3 n—oo b 3 3
_ i [Bb—a)’ —bh? —(6a> —6ab+4bh+3a% 4
n—>o0 3b 3
1
3b-a)*-b=0 P
Rezultd ca 13a® —3ab+2b =0
at_4
b 3
Scazand ecuatia a doua din prima rezulta ca b(b —-a —1) =0 . Deorece a,b e (0, oo), avem 1p

b =a+1. Inlocuin in ecuatia a treia obtinem3a® —4a —4 = 0 cu solutiile 2 si —% , dintre

care convine a = 2si astfel b=3.
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