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Etapa locala a Olimpiadei nationale de matematica

Clasa a X-a
Craiova, 16 februarie 2014

Problema 1.

Fie f : A —» B si Ap, By doua multimi astfel incat Ag C A, By C B.
Definind f~'(By) = {z € A| f(z) € By}, aratati ca au loc urmatoarele:

i) Ag C f71(f(Ap)), cu egalitate atunci cand f este injectiva.

ii) f(f~1(By)) C By, cu egalitate atunci cand f este surjectiva.
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Problema 2.
Fie z,y, 2 numere reale astfel incat ﬁﬁy = -1, ﬁﬁz = 1si 22 = q, unde
a > % este un numar real. Determinati produsul zyz.
G. M. 26736

Problema 3.
Sa se gaseasca a € R astfel incat identitatea de mai jos sa aiba loc pentru
orice z € R:

(2—cosa— \/gsina)i + (2—cosa+ \/gsina)

(NI

=2|1—2cosal?.
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Problema 4.
Fie z un numar complex cu proprietatea ca |z + 1| > 2. Demonstrati ca

|22+ 1| > 1.
Kokok

Nota:

Toate subiectele sunt obligatorii;

Fiecare problema se noteaza cu puncte de la 1 la 7;
Timp de lucru: 3 ore.
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Solutii

Problema 1.
i) Fie z € Ap. Atunci f(z) € f(Ap). Din faptul ca

F7H(£(Ao) = {a € Alf(a) € f(A0)},

obtinem c& z € 71(f(Ap)), deci Ao € F~1(f(Ao).

Daca f este injectiva atunci pentru z € f~1(f(Ap)), avem ci f(z) € f(Ao),
de unde deducem cd exista ag € Ap astfel incat f(z) = f(ao), deci z = ay € Ay.
Asadar f1(f(Ao)) C Ao. Asadar dacd f este injectivd atunci f~1(f(4g)) =
Ao

ii) Daca x € f(f*(By)) rezulta cd z € f({a|f(a) € By}), deci z € By si am
demonstrat ca f(f~1(By)) € Bo. Daci f este surjectiva, din faptul cd z € B,
rezulta ca existd a € A astfel incat f(a) = z. Obtinem astfel ca a € f~1(By),
deci z € f(f~1(By)) si Bo C f(f~(By)). Asadar dacs f este surjectivd atunci

f(f~H(Bo)) = Bo.

Problema 2.
Relatiile din ipoteza se pot rescrie astfel
1 1 1 1 1 1 k|
——-—’-—:—1,— —:1’—-——-+—:——
yz  xz xz 2y Yy Yz a
Putem gasi astfel ca ﬁ = %, yiz = 15—3" si i = —%. Inmultind cele trei
relatii obtinem ca
" 8a3
Ty = —_—
i 4a? — 1

Problema 3. _

1
cosa+V3sina = 2 <§cosaﬂ: ?sina) =2 (cosgcosaisingsina) = 2c0s (a:F g)

Mai departe

aF T

2 — (cosa + V3sina) = 2 — 2cos(a F §> = 4sin? —:,2:—3
Partea stanga a identitatii initiale devine
x
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Partea dreapta a identitatii devine
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Introducand ultimele relatii in prima obtinem

£ 2
2

T
s mI|5
. a—gx3 . a+ 3|2
{sm 8 = |gin = =0
adica
_ s
sin 3 — +in L
si
a=km, keZ.

Problema 4.

Pentru ci 22+1 = (2+1)(22 —2z+1) tinand cont c& |z+1| > 2 este suficient
s8 demonstrim ca |22 — z + 1| > 1. Daci vom nota prin 7 = |z + 1| > 2 vom
avea avea ci z + 1 =r(cost +isint), unde t = arg(z + 1). Atunci avem ca

22 — 241 =1r%(cos2t + isin2t) — 3r(cost + isint) + 3,
|22+ 24+ 12 =r* +9r% + 9 — (6r3 + 18r) cost + 6r2(2cos’t — 1) =

1 243\ 1
:Z(r2—3)2+12<rcost—rz_ ) 221-.

Deci |22 — 2z + 1| > 3.
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Barem de corectare

Problema 1.
Problema 1.

Oficiu 1p
Demonstrarea fapului cd Ag C f~1(f(Ao)). 1.5p
Demonstrarea cazului de egalitate atunci cand f este surjectiva 1.5p
Demonstrarea fapului ca f(f~1(By)) C By 1.5p
Demonstrarea cazului de egalitate atunci cand g este surjectiva 1.5p
Total p
Problema 2.
Oficiu 1p
: el b LRSI e i, TR G B W I |
Res?rlerea rel'étgnloi sublfozrme? = —l; % = l1, = —l; =l N e el SR
Gasirea solutiilor e e = edfd Bl S 2p
Gasirea concluziei zyz = + 452‘,’: 1p
Total p
Problema 3.
Oficiu 1p
_=|T a+Z [T
Aducerea membrului stang la forma 27 |sin a—;— + 2% |sin %’L' 2p
Aducerea membrului drept la forma 2*+1 ,sin (%%—) ? |sin (%li) : _1.5p
Obtinerea ecuatiei sin D;— = gin L;i 1.5p
Obtinerea solutiilor 1p
Total p
Problema 4.
Oficiu 1p
Reducerea concluziei la a demonstra c& [2* — z + 1] > 1 1p
5 1’y 2
Obtinerea faptului ci |22 — z 4+ 1|2 = 1(r? — 3)? + 12 (r cost — %‘“3) _3p
Deducerea concluziei |2 — z + 1] > 2 2p
Total p
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