1. Fie matricea A = (c

OLIMPIADA DE MATEMATICA
Faza locala
Brasov, 14 februarie 2025
Solutii

Clasa a XI-a

a b
d

Zn  ln

) € My(Z) i A" = (x" y") € My(Z), n € N*.

Demonstrati ca

(a)
(b)

Daca a+d este un numar par, atunci z, +t,, este un numar par, pentru oricare
n € N*,

Daca a + d si b+ ¢ sunt numere impare, atunci x,, + t,, este un numar impar,
pentru oricare n € N*.

Solutie.

(a)

Romeo Ilie
A satisface ecuatia caracteristicd A — (a +d)- A+det(A) - L =05 ... ... 1p
Avem tr(A?) = (a+ d)? — 2det(A).
a + d numar par implicd tr(A%) numar par ... 1p
Din relatia A*¥ — (@ +d) - A +det(A) - A¥2 = 0,, Vk €N, k > 2, obtinem
tr(A*) = (a+d) - tr(A* 1) — det(A) - tr(A*2), VEeN, k>2......... ... 1p
Prin inductie extinsa (inductie tare), rezulta ca x, + t, = tr(A™) este numar
par, pentru oricare n € N ... ., 1p

a+ d gi b+ ¢ numere impare implica ad, bc numere pare i det(A) numar par.
........................................................................... 2p
Din relatia tr(A*) = (a +d) - tr(A*1) — det(A) - tr(A*2),Vk e N, k > 2,

si paritatea numarului det(A), rezulta prin inductie ca x,, + t, = tr(A") este
un numar impar, pentru oricare n € N* ... ... oo 1p



. . ) Tpo1+ T
2. Fie (x,)n>1 un gir de numere reale si y, = % —x,, Vn € N, n > 2.

Demonstrati ca daca sirul (y,),>2 are limita, atunci si sirul (

T

2) are limita.
n?/ n>1

Reciproca este adevarata? Justificati raspunsul.
Romeo Ilie

Solutie.

Presupunem ca existd L € R, L = nhfolo Yn = nhj{,lo <an(ran__|_x71L§ : E;C:L : :16;1)

Sirul z, = 2n + 1, n € N*, este strict pozitiv, strict crescator si divergent.

Tpp1 — X Tpp1 —
Conform Teoremei Stolz-Cesaro, rezultd L = lim —tt " = lim —tl "
Sirul ¢, = n?, n € N*, este strict pozitiv, strict crescator si divergent.

x
Conform Teoremei Stolz-Cesaro, rezultd L = lim —.......................... 5p
n—oo N
Reciproca nu este adevarata.
Contraexemplu. Fie z,, = (—1)", n € N*.
x
Avem lim —g =0, dar sirul y, = 2(—=1)"", n > 2, este divergent.............. 2p
n—oo M
l,daca =7
3. Se considera matricea A = (a;;); ;—1a021, CU Aij = o J ,
e —1,dacai # j

(a) Calculati det(A).

(b) O mutare intr-o matrice consta in schimbarea semnelor elementelor unei linii
sau coloane. Decideti daca este posibil ca, pornind de la matricea A, sa
obtinem o matrice cu doua linii sau doua coloane identice, dupa 2024 de mutari.
Justificati raspunsul.

Gazeta Matematica, enunt modificat

Solutie.

(a) Efectuam succesiv urméatoarele operatii care invariaza valoarea determinantu-
lui:
adunam liniile 2-2024 la prima linie, scoatem factorul —2022 de pe prima linie,
scadem prima coloana din coloanele 2-2024 si dezvoltam determinantul obtinut
dupd prima linie. Rezulta: det(A) = (—2022)-220% ... ... . ... .. 3p

(b) Nu este posibil.
Oricare mutare intr-o matrice patrata schimba semnul determinantului sau.
Pornind de la matricea A, dupa 2024 de mutari, obtinem o matrice cu deter-

minantul (—1)2°2*det(A) =det(A) 0. ..oviiiii 2p
Daca matricea rezultata ar avea doua linii sau doua coloane identice, atunci
determinantul sau ar fi nul. Contradictie.............. ... ... ... ... ... 2p
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4. Fie sirul (z,),>1, definit prin x,, = ——, neN.
5 ( ) >1 b ; \/m
(a) Calculati lim z,.
n—oo
(b) Calculati lim (z,)".
n—oo
* % *
Solutie.
(a) Au loc i litatil ! < ! <1 VEke{l,2 } 1
a oc inegalitatile — R 7 S
u mn g 1 )1 n + 1 n2 _'_ k n? Y Y 7n p
Rezultd —— <z, <1, ¥n € N*.
n+1
Aplicand criteriul clegtelui, obtinem limz, =1....................... ... 1p
n—oo
- n u —k
b) Avem n(z, —1) = e .
(b) ( ) ;( n? +k ) ;(n+\/n2+k)\/n2+k
Au loc inegalitatile:
—k k

, Vke{l,2,...,n}.

2 S VR VR k. (n+D2n+ 1)

= n(n+ 1) _ n+1 n
C k= ——=, obt D — <n(r,—1) < ———, Vn € N".
um ; 5 obtinem ™ n(x,—1) 22n+ 1) n
1
Pe baza criteriul clestelui, rezulta lim n(x, — 1) = BV ERRRRIRREIRREERPT 3p
n—oo
n(rn—1)
Atunci lim (z,)" = lim {[1 + (T, — 1)]%1—1} =TT 2p



