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Olimpiada de matematica
Etapa locala, 28.02.2015
Clasa a Xll-a

Subiecte:
1. Fie M = {(¢ Z)| a,b €1} .

a) Determinati numarul elementelor lui M.
b) Sa se calculeze suma elementelor lui M.
c) Daca G = {A € M| detA = i}, sa se arate ca (G, -) este grup.

2. Se considera multimea de functii:

G={f,: R->R|f,(x) =x—2alx]+ a[2x], a €Z}, unde [y] este partea
intreaga a numadrului y.

a) Sase arate cadaca f,, f, € G,atunci f, o f, €G.
b) Sa se arate ca (G, o) este grup comutativ, izomorf cu grupul (Z, +) unde ,,0”

este compunerea functiilor.

3. Sa se calculeze:

L3
2 . 2 .
j sin“x + sinx
sinx + cosx + 1
0

4. Se considera functia
t
fi[0,0) >R f(x) = [, = dt.

t+1

a) Aratati ca:
lim f(x) = o

X— 00

b) Calculati
_x f(x)
lim

X—00 ex

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii. Timp de lucru 3 ore.
La fiecare subiect se acorda de la 0 la 7 puncte.
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Barem clasa a XlI-a
1. @) Numarul elementelor lui M este 36. .........cooiiiiiiiiiiiiiiiiiiinn, 2p

b) Se poate verifica usor faptul ca (M, +) formeaza grup, cu elementul neutru O,,
decidaca A € M atuncisi —A € M. Din egalitatea A = —A4, A = (a b) =

b a
wb e 4l 0.0 2.2 (2 e
0 0 0 3 3 3

o=l 90 DE DG Porsimt s s o

elementelor lui M este egala cu:

Oy O)
W)y O)

L) W)
[SS)NON))

OO0 (@ N 0@ N0 2
0 0 3 0 0 3 3 3 0 0
O)detA=1  a? — b?> = 1 in Z, verifica {a=1A, {a=2A, {a:% {a 5
b=0 b=3 b=3 b=0
Notand A, = (g ;), A, = (g Z), A; = <(§) g) = {I,,A;,A,, A3 } si tabla operatiei
de Tnmultire este:
L A Ay A
L |, A A, Az Rezulta (G,) grup.

2. a) (fa ° fp)(x) = fo (x — 2b[x] + b[2x]) =
=x — 2b[x] + b[2x] — Za[x —2b[x] + b[2x]] + a[Zx —4b[x] + 2b[2x]] =
=x — 2b[x] + b[2x] — 2a[x] + 4ab[x] — 2ab[2x] + a[2x] — 4ab[x] + 2ab[2x] =
=x—2(a+b)[x]+ (a+b)[2x] = faip(x).

(Am folosit relatia [x+o] = [x] + o, pentru <€ Z ). Deci (fy © fp) = fasp--vevee-o 3p
b) Folosind relatia de la a) se verifica axiomele grupului comutativ...................c.oeene... 2p
Functia g : Z - G, g(a) = f, este izomorfism de grupuri...............cooeviviiiiiiiiinininnn 2p
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3. Notand:

T
2 . 2 .
I f sin“x + sinx
sinx + cosx + 1
0

si
T
2
T f cos’t + cost
— — x —
2 cost + sint + 1
0
T T
2 2
B f 1 — sin’t + cost gt = J‘ cost + sint + 1 — sin’t — sint 3
) cost+sint+1 cost + sint + 1 B
0 0
....................................................................................................... 4p
T
2
:j'< 1— sin’t + sint )dt=2—1=>21=2
5 cost +sint +1 2 2
deci
/R s
4
........................................................................................ 3p
4. a) Folosind inegalitatea ef>t+1, teR f —dt > fox 1dt = x, deci
F(X) =2, VX EJ0,00). it 2p
Deoarece
limx= o0 = hmf(x)— o
X—00
.............................................................................................................. 1p
b)
X f(x) . f(x)
lim lim —;
x—00 e X—00 e
x
o0 fl(x) il x2
= — = limx—= limxx; = limz— 1
03 x—o e (x—l) x—o e (x—l) x—oo x4 — 1
U'Hospital x2 x?2
................................................................................................................ 4p
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Observatie.Orice solutie corecta, diferita de cea din barem, se puncteaza cu punctajul maxim acordat.



