ROMANIA
MINISTERUL EDUCATIEI NATIONALE
N INSPECTORATUL SCOLAR AL JUDETULUI SALAJ
Loc. Zalau, str. Unirii, nr. 2, Tel: 0260-661391, Fax.: 0260-619190
/) E-mail: isjsalaj @isj.sj.edu.ro

SOCIETATEA DE STIINTE MATEMATICE - filiala SALAJ

OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala, 14 februarie 2014

Clasa a X-a

PROBLEMA 1

Rezolvati ecuatia 2>~ —1=1log, (1 + x).

PROBLEMA 2
Fie functia f:R—>R, f(x)=2sin2x+8(sinx+cosx)+3.

Determinati imaginea functiei f .

PROBLEMA 3

Fie n>2 numar natural §i a,b doua numere reale pozitive. Sa se arate ca

n(%Jr%)ﬁ 2(\/;+\/Z+n—2).

PROBLEMA 4
Notam cu M,N,P,Q,R si S mijloacele segmentele (BC),(CD),(DE),(EA),(MP) respectiv
(NQ) dintr-un pentagon convex ABCDE . Aritati cd RS | AB.

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii. Timp de lucru 3 ore. Punctajul maxim acordat pentru

fiecare problemad este de 7 puncte.
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PROBLEMA 1

Rezolvati ecuatia 2>~ —1=1log, (1 + x).

Solutie:
Fie f:R—(-10) f(x)=2"-1.
Ecuatia se scrie:  f ( f (x)) =f (x) ,deunde f ( f ( f (x))) =X e 2 puncte

Daci f(x)<x = f(f(x))<f(x) (f estecrescitoare), deunde f(f(x))<x.
Rezulti f(f(f(x)< f(x)<x, deci f(f(f(x))<x,imposibil,ptci  f(f(f(x))=x.

Deci inegalitatea f (x) <x esteimposibila................ 2 puncte

Daci f(x)>x = f(f(x))> f(x)>x,deunde f(f(x))>x side aici
FF(F(x)> f(x)>x, deci f(f(f(x))>x, imposibil.
Rezulti deci ca f(x)=x, V¥ xeR, deci ecuatia din enunt este echivalenti cu 2* —1= x.

............................ 2 puncte

Functia f:R— (— 1, oo), f (x)z 2" —1 este convexa, iar functia g(x): x este liniara.
Rezulta ca ecuatia f (x)z g(x) are cel mult 2 solutii.

Numerele 0 si 1 verifica ecuatia, deci S={0,1}  .................. 1 punct.

PROBLEMA 2
Fie functia f:R—R, f(x)=2sin2x+8(sinx+cosx)+3.

Determinati imaginea functiei f .

Solutie:
Notdm sinx+cosx=t¢€ l— V2,2 J si prin ridicare la patrat:
l+sin2x=¢>, deunde sin2x=1>—1.

Rezulta cd f(x)=g(t)=2( —1)+8t+3=2r> +8r+ 1,1 |-v2, 2]
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................................................ 3 puncte

Avem: g(-+2)=4-8v2+1=5-8J2
g(\/z):4+8\/§+1:5+8x/§

Functia /#:R —>R, A(x)=2x"+8x+1 are minimul m= h(— %) = h(-2)=-7...3 puncte

dar —2¢|-+2, V2| Deci Tmf=|5-8v2,5+8v2) ool I punct

PROBLEMA 3

Fie n>2 numadr natural si a,b doud numere reale pozitive. Sa se arate cad

n(%+</5)£ 2(\/Z+\/E+n—2).

Solutie:

Scriem a =4Va Va 1-1-1 de (1=2) O 1 eoovoeeoceeeseeeeeeees e 1 punct

Din inegalitatea mediilor (m, <m,) avem

MZ'{/\/E-\/;-I-I- ..... -IS\/Z+ arlelv.+l 3 puncte
n

deci(=’{/\/;~\/2~l~1- ..... 1SM ......................... 1 punct
n

PROBLEMA 4
Notim cu M,N,P,Q.R si S mijloacele segmentele (BC),(CD),(DE),(EA),(MP) respectiv

(NQ) dintr-un pentagon convex ABCDE . Ardtati cd RS | AB.

Solutie:

Fie A(a), B(),C(c), D(d) si E(e) afixele varfurilor pentagonului.............. 1 punct
Cum M,N,P,Q.R si S mijloacele segmentele (BC),(CD),(DE),(EA),(MP) respectiv

(NO)  atunci M[c;bj,N(d;—C),P(e;d),Q(e;a) ...................... 15  puncte s

R(e+d1—c+b}s(e+a:d+cj ................................ 1,5 puncte




Pentru a demonstra ca RS |l AB verificam daca

—-a . e+a+d+c
eR" unde s=

=—— i
s—r 4 ;
e+d+c+b
P o e s 1 punct
4
. . b—a .
Prin calcul obtinem = =—4eR .,
s—r a-Db

2 puncte deci RS || AB




