Olimpiada de Matematica —etapa locala- Galati

23 februarie 2014
Clasaa IX-a
Problema 1.
Fie (bn )n>1 0 progresie geometrica crescatoare cu termeni pozitivi. Sa se demonstreze ca

bonsz =By =(2n+1)-(by2 —byi), (V)neN, n>1.
Problem:i selectatd de Carmen Necula , profesor, Galati
Problema 2.
Se considera triunghiul ABC neisoscel si M € (AB), N € (AC) astfel incat [BM]=[CN].

Sa se demonstreze cd dreapta determinatd de mijloacele segmentelor [MN ] si [BC]este paraleld
cu bisectoarea interioara a triunghiului ABC.

Problemai selectatia deViorica Bujor, profesor, Galati

Problema 3. Sa se rezolve in multimea numerelor naturale inecuatia

2 n+1)°
\/{%} + {%} > % ,unde cu {a},[a] s-a notat partea fractionara, respectiv partea
intreaga a numarului real a.

Tiataru Radu-Marius, profesor, Galati

Problema 4. Fie numerele reale x,, X,,X;, ..., X, €[0,1], neN, n>2. Sa se demonstreze ci :

n-1 1 1 1 1 1 1
+ < +..+ <n-1+

2 14X X Xyt X

< + + :
X 14X, 14X 1+X, 1HX X X X,

G.M. nr. 11/2013

Problemai selecatd de Vasile Popa, profesor, Galati
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Barem de evaluare

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda
punctajul maxim corespunzator.
¢ Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru
rezolvari partiale, in limitele punctajului indicat in barem.

Nr. Solutie, rezolvare Punctaj
problemei
2p
Fie g ratia progresiei geometrice
Sirul (b, )n21 este o progresie geometrica crescatoare =q=1
bysn =0 2(2n+1)- (bn+2 _bn+1) b g —b 2 (2n+1)- (bl -q""! —-b '(]n); 3p
Sirul este crescator, deci q >1.
Daca g =1, inegalitatea este adevarata.
In cazul g>1, inegalitatea devine:
@™ -12(2n+1)-q¢"-(¢g-1) @ 1+q+q* +..+¢*" = (2n+1)-¢", n>1.
Demonstram prin inductie matematica: 1+¢+¢* +...+¢*" =(2n+1)-¢", n>1 2p
LP(1):14g+¢* 23-g 1-2g+¢* 20 (g1 20 (A)
1. 1I. Demonstram ca P(n) — P(n+1),Vn 21,

Presupunem P(n) A+g+@+. 4> >(2n+1)-¢" (A)
Si demonstram ca P(n+1): 1+g+¢* +...+¢*" +¢*™ +¢*" >(2n+3)- ¢ este adevirata.
Din P(n):>1+q+q2+m+q2n+q2n+1+q2n+2 2(2n+1)qn +q2n+1+q2n+2 (A)

(2n+1)-¢" +¢*™ +¢*™* 2(2n+3)-¢"™ = (2n+1) +¢"™ +¢"* 2(2n+3)-¢' =
{q-1)
¢ -q+q"* —q=(2n+1)-(q-1) = q~(1+q+q2 +...+q”_1)+q-(1+q+q2+...+q")2(2n+1):>

2~(q+q2 +...+q”)+q”+1 >(2n+1) adevarat pentru q>1=> P(n+1) adevarat =

P(n) adevarat, Vne N, n>1.

Metoda II:

Aplicand inegalitatea mediilor = 1+ ¢ +¢* +...+¢*" > (2n+1)- 2”J\l/l 9 ¢ e

2n(2n+1)
l+g+q*+..+¢*" >(2n+1) +q 2 e l+g+gi+..+q*" = (2n+1)-¢".




Fie punctul P mijlocul segmentului [MN] si Q mijlocul segmentului[ BC];

QT’:%-(Q—M+Q—N):%-(@+W+@+W):%-(W+W);

Fie E€ (AB), astfel incat BM = EA;
Fie Fe (CA), astfel incat CN = FA;

Avnci P = (EA + FA)

3p

Dar ‘B—ZVT‘ :‘Eﬁ‘ = ‘EZ‘ :‘ﬁ‘ =aAEF este isoscel ;

AT = -(AE+ AF)= PG

Fie [AT] mediana in aAEF isoscel = = PQ|| AT

[AT —bisectoarea KEAF

2p

FieE(n):{ﬂ{—(”zl) ];

1.n=2k, ke N= E(zk)_[zkzyl(zk;lq_[21«2]{21«2 +2k+ﬂ:

=4k +2k =2k-(2k+1)= E(n)=n-(n+1) (1)

(2k+1)°

2.n—2k+1,keN:>E(2k+l)—[ }+[2k2+4k+2]—

[2k2 +2k+l}+[2k2 +4le+2 | =
2

4k* +6k+2=(2k+1)-(2k+2)= E(n) =n-(n+1) (2)
Din (1) si (2)= E(n)=n-(n+1), (V)neN;

n<4/n~(n+1)<2n+1

inecuatia nu are solutii.

<n+1 :>{ n'(n+1)}<%:>

2p

Demonstram prin metoda inductiei matematice relatia din stanga:

L. Verificare pentrun =2:

1 1 1 1
+

2 l+x-x, l+x 1+x,

A

(I+x) (14+x)(1+x-x,)+2(1+x) - (1+x,) <2-(1+x,-x,)- (2+x, +x,) &

2 2 2 2
I—x—x,+x -x,+x,-x,—x x5 20

(1-%)-(1-x,)(1-x-x,) 20(4),(V) x5, x, € [0,1];




II. Presupunem relatia adevdratd pentru n si sd demonstrdm ca este

adevaratd pentru n+1:

! <1+1+1+...+1+1

n
2 14xx %X, X, l+x 1+x, 1+x I+x, 1+x

n+l
Din l+ ! < ! + ! si
2 1+xxx0x,0x,, l+x, 1+x-x-x-.-x
n-1 1 1 1 1 1
+ < + + +ot =
I+x 1+x, 1+x 1+x

2 14xx X

n

prin adunarea lor (2),

conform inductiei matematice, relatia este demonstrata.

(2)

La fel se demonstreaza partea dreapta a relatiei.
Pentru n=2:
1 1 1
+ <1+ &
I+x  1+x, I+x - x,

(24+x+x) (1+x %) <(2+xx,) (I+x +x,+x - x,) &

X +x,+x x4+ x5 x 20(A),(V)x,ye[0,1].

1p

Presupunem relatia adevdratd pentru n si sa demonstram ca este adevarata

pentru n+1:
1 1 1 1 1
+ + +ot + <n+ ! (3)
I+x 1+x, 1+x I+x, I+x,, I+xx, x50 X, - X,
Dar ! + ! <1+ ! si
I+x,, T+x-x-x-..Xx, I+x 0%, X 0 X, X,
si din PR S T : (A)=
I+x, 1+x, 1+x I+x, I+x-x, X0 X,

prin adunarea lor (3).

1p




