Olimpiada de Matematica
Faza locala, 2016
Barem de notare , clasa a X-a

1. a) Aratati ca numarul log,5152016 este numar irational;
b) Comparati numerele logs6 si loge7 ;
¢) Calculati E = lg35 + 1g320 + 1g8 - 1g(0, 25).

Solutie: a) Presupunem ca numarul log,y;52016 este rational. Atunci exista

numerele a,b € N* astfel incat log20152016=%. Obtinem 2016 =

a

2015v & 20167 = 20159, relatie imposibild deoarece un numir e par si

celalalt impar. (2p)

b) Aplicand inegalitatea mediilor pentru numerele pozitive logg5 si logeg7

obtinem /10ge5 - loge7 < 10965+10967 _ 1092635 < 1092636 =1, deci loge5 -
loge7 <1 & logg7 < logs6. (2p)
c) E =1g35+ (2lg2 + 1g5)% + 3lg2 - (—2lg2) = (1 — 1g2)3 +

(1+1g2)3 —6lg?2 =2 (3p)

2. Determinati valorile lui x € Z pentru care Vx3 — 6x2 + 12x + 29 € Q.

Solutie: Pentru ca radicalul de ordin 3 dintr-un numar intreg sa fie rational,

trebuie ca numarul de sub radical sa fie cub perfect. (1p)

Deci existd y € Z astfel incat x3 —6x2+12x+29=y3% o (x—2)3+
37=y © y? - (x-2)°2=37 o (y—x+2)@*+y(x-2) +

(x —2)%) =37. (3p)



Obtinem cd y — x + 2 este divizor al lui 37, deci y—x+2=15siy?+
y(x — 2) + (x — 2)? = 37, ultima expresie fiind pozitivd pentru orice x si

y. Rezolvand sistemul obtinem x = —2siy = —3saux = 5siy = 4. (3p)

. Fie a, b, c numere complexe astfel incat |a—1| =|b— 2| = |c+ 3] si

a+b+c=0.Arataticaila—b+1|=|a—c—4|=|b—c-5|.

Solutie: Fie A, B,C punctele de afixe a — 1,b — 2, respectivc + 3. Cum
acestea au modulele egale deduce ca triunghiul ABC este Tnscris ntr-un cerc

cu centrul in originea sistemului de axe. (2p)

Din relatiaa+ b+ c=0deducema—1+b—-2+c+ 3 =0 si conform
relatiei lui Sylvester obtinem ca afixul ortocentrului triunghiului ABC este
0, deci ortocentrul coincide cu central cercului circumscris. Obtinem astfel

ca triunghiul ABC este echilateral. (3p)

Lungimile laturilor triunghiului ABC sunt AB=|la—1—-b+2| =
la—b+1|,AC=|la—c—4|,BC=|b—c—5| si cum AB = AC = BC

rezultd concluzia. (2p)

. a) Fie A o multime finiti, nevida si f: A - A o functie injectiva. Aratati

ca f este surjectiva.

b) Fie f:{1,2,3,..,63}—->{1,2,3,..,63} 0 functie astfel incat
fO+f2)+fB)+ -+ f(63)—1=2016. Aritati cd f nu este
injectiva.

Solutie: a) Consideram A = {x;, X, ..., X,}. Cum f este injectivad, deducem
ca valorile f(x;), f(x;), ..., f (x,,;) sunt distincte, sunt Tn numar de n si fac

parte din multimea A . Deoarece card(A) =n va rezulta ci A=



{f(x1), f(x3), ..., f(x,)}, deci imaginea functiei coincide cu codomeniul,

in concluzie f este surjectiva. (3p)

b) Presupunem prin reducere la absurd ca f este injectivi. Conform a)
deduce ca f este si surectiva, deci {f(1),f(2),..,f(63)}=
{1,2,3,...,63}. (2p)

Relatia f(1) + f(2) + f(3) + -+ f(63) — 1 = 2016 devine 1+2+
3+-+63—1=2016 < 2016 = 2017, fals. (2p)



