OLIMPIADA DE MATEMATICA
Faza locala
Brasov, 28 februarie 2015

Clasa a X-a

1. Fien € N, n > 2 gi numerele zy, 2o, ..., 2, € C astfel incat |z1]| = |z0| = ... = |z, =1
siz1+29+...4+2,=0.

(a) Demonstrati ca |z — z1|? + |2 — 22|? + ... + |z — 24|* = n|z|* + n, pentru orice
z e C.

(b) Demonstrati ca |z — 21| + |2 — 22| + ... + |2 — 2, < nV/2, pentru orice z € C,
|z| < 1.
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2. Sa se rezolve ecuatia

1 N 1 B 2
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Marin Marin

3. Rezolvati ecuatia [logyy5[logys#]] = 1, unde [a] reprezintd partea intreagi a
numarului real a.

Ioana Masca

4. Determinati valorile reale x,y, z, pentru care

222
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P R

Sorina Stoian

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect valoreaza 7 puncte.
Timp de lucru 3 ore.



Clasa a X a

1. Fien € N, n > 2 gi numerele z1, 22, ..., 2, € C astfel incdt |z1| = |z2| = ... = |zn| = 18l z1+20+... 42, =
0.

(a) Demonstrati cd |z — 21)% + |z — 22]® + ... + |2 — 2a]? = n|z|? + n, pentru orice z € C.
(b) Demonstrati cd |z — 21| + |z — 22| + ... + |2 — 24| < nV/2, pentru orice z € C, |z| < 1.

Solutie.
(a) Avem |u|?> = un, ¥V u € C. (1p)
Atunci, pentru z € C,

2 — znl® = (2 — ) (2 — 2) = |2* — 22k — Zan + |a|* = 2> — 220 — 2z + 1, k=T,n. (2p)
Prin sumarea relatiilor de mai sus, obtinem (in conformitate cu ipoteza)
n n n
Z |2 — zi|* = n|z)? — 2 <sz> -z (sz> +n=n|z>+n, VzeC. (1p)
k=1 k=1 k=1

(b) Folosind inegalitatea dintre media aritmeticd si media patratica, deducem

|z — 21|+ ... + |2 — zn] <\/|z—z12+...+|z—zn|2
n ~X b

zeC.

n

Atunci, aplicand identitatea de la (a), obtinem

2
|z—z1|—|—...—i—|z—zn<n\/n|z—i_n<n\/n+n:n\/§7 VzeC,lz| <1 (3p)
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2. Sa se rezolve ecualia 7 + 5v3:—1 = T sz 5

Solutie.
Ecuatia este definitad pe domeniul D = R*\ {z € R|4* - 3* —2.2% — 3" = 0}. (1p)
Ecuatia poate fi scrisa in forma

2% (6" +3°+2° —1)(6° —3°—2°—1) =0, z € D.

Rezultd 6% + 3% + 2% — 1 =0 sau 6* — 3" — 2 — 1 =0. (2p)

i. Rezolvam In R ecuatia 6* + 3* + 2% — 1 = 0 sau 6* + 3" + 2% = 1.

Fie functia f : R — (0,00), f(x) = 6% + 3% 4+ 2%. f este strict crescatoare pe R si f(—1) = 1. Deducem
cd ecuatia f(z) =1, z € R, are rdddcina unicd z; = —1.(2p)

ii. Rezolvdm ecuatia 6 — 3" — 2% — 1 = 0, echivalentd cu f(—z) = 1 (z € R). Deducem c& ecuatia
considerata are radacina unica x9 = 1.

Deoarece —1,1 € D, ecuatia datd are solutiile z; = —1 gi 9 = 1. (2p)

3. Rezolvati ecuatia [logyy 51089015 2] = 1, unde [a] reprezintd partea intreagd a numdrului real a.
Solutie.
Ecuatia este definitd pentru z € [2015,00). (1p)
Avem
[ 1020151082015 2]] =1 1 <logygys [logags 2] <2 (1p)

& 2015 < [logygs 7] < 20152, (1p)
& [logyns 2] € {2015,2016, ...,2015% — 1} < logyg5 « € [2015,2015%) . (2p)

Rezulta ca multimea solutiilor ecuatiei este

S = [20152015,201520152). (2p)



4. Determinati valorile reale x,vy, z, pentru care
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=X.

Solutie.
Fie (z,y, z) € R3 o solutie a sistemului. Avem z,y,z > 0. (1p)
Din inegalitatea mediilor rezulta
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Rezultd y <z, z<ysgiz <z, deunde z =y = z. (1p)
Obtinem solutiile 21 = y1 =21 =08l 22 = y2 = 20 = 1. (2p)



