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Clasa a Xl-a
a 0 b
1.FiematriceaA=(0 ¢ 0], undea,b,c €R.
b 0 a

a) Sa se calculeze A", n € N*,
b) Daca a, b, ¢ sunt lungimile laturilor unui triunghi oarecare cu a = b, sa se

calculeze lim 2 , unde A , B, reprezintd suma elementelor de pe diagonala

n—o

principala, respectiv de pe diagonala secundara a matricei A™.

1 1
n2+1  n242 nZ4n’

2.Fie sirul (a,),>1, definit prin: a,, =
a) Ardtaticaa, <1,vn=>1.
b) Calculati lim(n-a,).

c) Calculati lim(n-a,)".

3.Fie A € M, (R), astfel incat Tr(4) = 1si det(4% + A+ I,) < 2v/3 - detA.
Demonstrati ca: det(A2 ++3- 12) =3.

4.Fie sirul (x, )., strict descrescator in care

3

X >0 s1 X, +4x, =X, 2 + X, X +4, VN =1,

Aratati cd sirul (x, )., este convergent si aflati limita sa.

Nota:
Toate subiectele sunt obligatorii.
Fiecare problema se va nota cu puncte intre 1 §i 10 (1 punct din oficiu)

Timp de lucru: 3 ore



Solutii clasa a Xl-a:

a 0 b
1.FiematriccaA=|0 ¢ 0 |,undea,b,c €R.
b 0 a

a) Sa se calculeze A", n € N*.
b) Daca a, b, ¢ sunt lungimile laturilor unui triunghi oarecare cu a = b, sa se

calculeze lim 2 , unde A, , B, reprezinta suma elementelor de pe diagonala

nN—oo B

principald, respectiv de pe diagonala secundara a matricei A™.
Solutie:

a, 0 b,
1. a) Se demonstreaza prin inductie matematica ca A" = ( 0 c* 0 > , unde
b, 0 a,

a, = (ath)" +(@-b)" b, = (@th)" —@=b)" v e N~
2

2
b) A, =2a, +c"*=(a+b)" + (a—Db)" +c"si
B, =2b, +c" =(a+b)"— (a—b)" +c",Vn eN",
Deoarece a> b=a—b >0 si cum a,b,c sunt lungimile laturilor unui
triunghi concluzionam:

1. ab,c>0,
2. a+b>c.
lim 2 jjm (D) +(@=D) +C ;) yeqarece Iim(a;j = im(ij =0.
oo B noe(a+b)" —(a—b)" +c" e\ a+b e\ a+b
2 Fie sirul (a,,), -, definit prin: a, = Loyt
1€ ST A Jn 21, prin: a, = n2+1 = n242 n2+n’
a) Arataticaa, <1,vn=>1.
b) Calculati lim(n-a,).
c) Calculati lim(n-a,)".
Solutie:
1 1 1 1 1
<
2. a) Deoarece nZ+1 — n2+1 " n2+42 " n241° 777’ nZ4n < n2+1"’

prin adunarea acestor inegalitati se obtine ca:

a, < L Cum——< 1,vn=>1,rezulticia, <1,Vn=>1.
n2+1 n2+1
b)Avem inegalitatile:

1 1 1

n?4n  n2+1 T n2+1’




1 1 1
< ;
n?4+n T n?4+n  n?+1
Dupa adunarea acestora obtinem:

n nZ 2
<a, < = <n-a, <
n+n L n2+n 2 nZ+n’
Dar lim ——= 1= lim —=—= limn-a, =1.
n-owon“+n n-on“+1 N—>o0
_ _ 1 _qnan=1)  Jimn(na, —1)
o) lim(n-a,)" = lim [(1 + na, — 1)nan—1] =e"”
n—o nN—o

n 2 n
Dar n- (na, — 1) =na, —n= Z[ n__ ) :_ZZLk si se obtine:
k= =

= n’+k ~n®+
nook nook nook 1 &k n®+n
Z 2 < 2 < 2 = P 2 < 2
~'n“+n on"+k ='n°+1 2 =n"+k 2n“+2
. n24n _1 k . y
Deoarece lim —; rezultd ca lim Z =, de unde obtinem ca
n—ow 2Nn4+2 2 n—o 1 n2 + k ’

1
lim(na,)" =e 2.
n—oo

3.Fie A € M, (R), astfel incat Tr(4) = 1si det(4?> + A+ I,) < 2+/3 - detA.
Demonstrati ca: det(A2 ++3- 12) =+/3.

Solutie:
3.Fie P=X?>—-X+d, d=detdsi e =—
(3 =1, #1,e? + £ + 1 = 0). Atunci:
det(4> + A+ 1,) = det[(4 — €I,) (A — €1,)] = |det(4 — (slz)l2 =
=|P(e)|? = |e? —e+d|* =|-2e —1+d|* = |d+1\/_| =d?+3.
Tinand cont ca det(A? + A + I,) < 2+/3d, din relatia de mai sus obtinem ca

d? + 3 < 2+/3d , de unde rezulta ca: detd = /3.
Cum Tr(A) = 1, folosind teorema Cayley-Hamilton , obtinem:

A2+\/§-12=A=>det(A2+\/§-Iz)=\/§.

4. Relatia din enunt este echivalentd cu: x,>(x, — X, )= X% —4x, +4 , Vn>1.

1-iv/3
2

Sau, x,3(x, —Xn.1)= (X, —2)%, ¥n>1. De aici rezulta ca x, (xn —Xpyy)>0, VN1,
Deoarece sirul (x,).., este strict descrescator, deci X, —X,,; >0, vn>1, rezultd ca

x,> >0, vn>1. Fie I = lim X, ; trecem la limita in relatia de recurenta si obtinem:
N—o0

14 —12 44 -4>1" = (1-2)° <0=1=2.



Barem de corectare

Clasa a Xl-a
Problema 1 Oficiu 1p
a) Inductie matematica 3p
b) 4, =2a, +c" =(a+b)" + (a—b)" +c" 11p
B, =2b, +c" = (a + b)" — (a —b)" + " P
Deoarece a > b=a—b =0 si cum a,b,c sunt lungimile 1p
laturilor unui triunghi:
1. ab,c>0,
2. a+b>c
Iim(a—_bJ =|im(Lj =0
e\ a+b e\ a+b 1p
"mi:”m(aer) +(a-b)"+c 1 2
oo B noe(a+b)" —(a—b)" +c"
TOTAL 10p
Problema 2 Oficiu 1p
1 1 1 1 1 1 1
a) n2+1 = n2+1' n2+2 " n2417 777 7 n24n < nZ+1 P



n

a, <
" n?24+1 1p
Finalizare: a, < 1,vn > 1. 1p
i 1

b) n2+n <o < n2+n P

Finalizare: limn-a, =1.
n—oo 1p

limn(na, —1)
¢)lim(n-a,)"* = e™ 1p
5ok
. -1 =—
n (nan ) kz:; r]2 + k 1p
"ok S kO ok 1p
< <
~n%4n kZ:;‘nZJrk g‘n2+1
1
Finalizare: lim(na,)" =e 2 1p
n—oo
TOTAL 10p
Problema 3 Oficiulp
P=X2-X+d, d=detdsi e =" o
det(42+A+ 1) =d*+3. 5p
d? +3 < 2v/3d Ip
Finalizare 2p
TOTAL 10p
Problema 4 Oficiu 1 p
Xng(xn _Xn+1)2 (Xn _2)2’ vn=1 2p
Xo2(Xy —Xqy1 )20, VN >1. 1p
(x, )nzL este strict descrescator 1p
xn3 >0, vnx>1 1p
Fie I = lim x,,; trecem la limita in relatia de recurenta 1p
N—o0

14 —1%2 441 -4>1* = (I-2) <0 2p



Finalizare: 1 =2

1p

TOTAL

10p



