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Clasa a XI-a

1. a) Fie A 2M3;1 (C) : Ar¼ata̧ti c¼a det (AAt) = 0:
b) Fie B 2M3;2 (C) : Ar¼ata̧ti c¼a det (BBt) = 0:
c) Fie C 2M3;3 (C) : Ar¼ata̧ti c¼a det (C � Ct) = 0:

2. Se consider¼a şirul de�nit astfel: x1 = 1;

xn+1 = xn +
1

2xn
;

pentru orice n:
a) A�a̧ti limita şirului.
b) Calcula̧ti

lim
n!1

xnp
n
:

3. Fie A;B 2Mn (C) ; astfel încât 2A+3B = 6AB: Ar¼ata̧ti c¼a AB = BA:

4. Ar¼ata̧ti c¼a

lim
n!1

�
1 +

1

2
+
1

3
+ : : :+

1

n

�
=1:

Toate subiectele sunt obligatorii. Timp de lucru: 3 ore.



Olimpiada de matematic¼a
faza local¼a

21 februarie 2016
Soluţii şi bareme
Clasa a XI-a

1. a) Fie A 2M3;1 (C) : Ar¼ataţi c¼a det (AAt) = 0:
b) Fie B 2M3;2 (C) : Ar¼ataţi c¼a det (BBt) = 0:
c) Fie C 2M3;3 (C) : Ar¼ataţi c¼a det (C � Ct) = 0:
Soluţie. a) În matricea AAt; oricare 2 linii sunt propoŗtionale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p
b) Dac¼a

B =

0@ b11 b12
b21 b22
b31 b32

1A
atunci B �Bt = B �Bt; unde

B =

0@ b11 b12 0
b21 b22 0
b31 b32 0

1A :
Atunci det (BBt) = det

�
B
�
det
�
B
t
�
= 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

c) Determinantul oric¼arei matrice este egal cu determinantul transpusei, deci

det
�
C � Ct

�
= det

��
C � Ct

�t�
= det

�
Ct � C

�
= det

�
�
�
C � Ct

��
= �det

�
C � Ct

�
;

de unde concluzia. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p

2. Se consider¼a şirul de�nit astfel: x1 = 1;

xn+1 = xn +
1

2xn
;

pentru orice n:
a) A�aţi limita şirului.
b) Calculaţi

lim
n!1

xnp
n
:

Soluţie. a) Şirul este strict cresc¼ator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
Dac¼a ar �m¼arginit, ar converge c¼atre un num¼ar real L; şi am obţine prin trecere la limit¼a L = L+ 1

2L ; absurd,
deci limita este 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3p
b) Calcul¼am, cu Stolz Cesaro,

lim
n!1

x2n
n
= lim

n!1

x2n+1 � x2n
n+ 1� n = lim

n!1

 �
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1

2xn

�2
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!
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n!1

�
1 +

1

4x2n

�
= 1;

deci limita cerut¼a este 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3p

3. Fie A;B 2Mn (C) ; astfel încât 2A+ 3B = 6AB: Ar¼ataţi c¼a AB = BA:
Soluţie. Egalitatea dat¼a este echivalent¼a cu

In � 2A� 3B + 6AB = In

sau
(In � 2A) (In � 3B) = In

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3p
Deducem c¼a matricele In � 2A şi In � 3B sunt inverse una celeilalte, deci avem şi

(In � 3B) (In � 2A) = In;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3p
de unde obţinem 2A+ 3B = 6BA; deci şi concluzia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p



4. Ar¼ataţi c¼a

lim
n!1

�
1 +
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2
+
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3
+ : : :+
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�
=1:

Soluţie. Fie

hn = 1 +
1

2
+
1

3
+ : : :+

1

n
:

Şirul este strict cresc¼ator. Dac¼a nu ar avea limita 1; ar � convergent. Fie în acest caz H limita sa . . . . . . . 2p
Atunci

lim
n!1

(h2n � hn) = H �H = 0:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p
dar
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2
;

contradiçtie. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p


