Olimpiada de Matematica —etapa locala- Galati

22 februarie 2015
Clasa a Xl-a
Problema 1.
Sa se demonstreze ca :
a). lim Zn: < = 1
o5 nd 1k 4

Problema 2.

Fie A<M, (R) care verific relatia: det(A”+A+1,)=0.

Sé se demonstreze ca det(A2 +X-A+ I2) =(X—1)2 (V)xeR.

Problema 3.

ctg— 1
FiegeN, g>3siAc MZ(R), A=

a). Sa se determine sirurile (Xn) de numere reale, astfel incat

A" :[ Xy ynJ
—Yn X

b). S se demonstreze ci sirurile (X,)

n>1 $i ( Yn )nzl

o S (yn)nﬂ sunt divergente.
Problema 4.
Fie f:R—(0,0) o functie crescitoare si surjectiva, iar (X, )nzo un sir de numere

reale descrescator nemarginit.

a). Si se arate ca sirul ( f(x, ))n>0 este convergent.

b). Si se calculeze lim f(x,).
n—0
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Clasa a Xl-a
Barem de evaluare

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda
punctajul maxim corespunzator.

¢ Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru
rezolvari partiale, in limitele punctajului indicat in barem.

Nr. Solutie, rezolvare Punctaj
probleme

a). Utilizam criteriul clestelui:

kz=:1\/_+ kZ::\/_+ kl«/_ 1p

= . — 1 . 2' i -
n Jnfen ko Jn®+n 4 4 1p

SN




1
Rezultacay, — >

Metoda 2. Se incadreaza sirul (y, )nﬂ intre sirurile :

o3 n?.(n+1)’ 1| 2nd+n?-4 1
=n| ——" -n-— =
4-(n4+1) 4 4-(n4+1) 2

n 3 n?.(n+1) 342
Lafeln- Zk__l =nN- M_E :n.2n—+n_)ll
44 . 4 2

4~(n4+1)

Rezulta cay, —» %

2p

1p

1p




2 (. 2 . .
A2 arl, = A+t - %42 - A+1+"‘/§-|2 A+1_M/§~I2. 1p
2 2 2 2
- 2 _ S _1+i'\ﬁ
Din det(A +A+I2)—O:>det(A+a I,)-det(A+e-1,)=0, &= - o
Daca det(A+z—:-I2)=0:>prin calcul direct obtinem detA=1 si TrA=-1.
Analog pentru det(A+§- I2) =0.
, a b
FleA:( );
c d
. a+e b
Atunci A+g- 1, = ;det(A+e-1,)=0=
c d+e
(a+e)-(d+¢e)-b-c=0=
M+ad—bc—%+§-(a+d +1)=0sia, b, c,deR=
a+d=-1si ad-bc=1; 2p
Din ecuatia Cayley-Hamilton obtinem A% + A+ I, =0,; 1p
Adunim in ambii membri matricea (X - 1)- A si obtinem
2
A%+ x- At 1y = (x=1)- Asi det( A2+ X A1) = (x=1)°. P
Obs. Relatia A? + A+ I, =0, se poate obtine aratand
ca radacinile polinomului caracteristic
fo(X)=det(A-X-1,)sunt -¢ si -¢, deci
fa(X)=X"+(e+e) X +e-5= X7+ X +15i 4 (A)=0,.
T .z 1p
cos— sin—
Scriem matricea sub forma A= 1
. T . T T
SIN— | —sin— Cco0S—
q q q
Demonstram prin inductie matematica propozitia: 2p

n-z . nN-rx
COS—— SIn——
P(n):An=# q q ,nEN*;
7\ . Nz n-z
sin” | | -sin—— cos——
( qJ a f
n-z . nN-xw
COS—— SIN ——
Obtinem X, =—qn;yn S (V)neN".

= e

3




b). Aritim ci (xn)nﬂ contine subsiruri cu limite diferite.
1
W W N
sin = sin=
q q

deci este divergent.
Alegem subsirurile (yznq+l)n21 ,( Y(2n41)q )nzl s1 obtinem

Fie Xong = — o §i X(ans1)g =~

Analog, pentru (y,)

n>1"

. T
sin —
1

2nq+l 2ng —®©
. T . T
SIin— SIn
( qJ [ q]

sin(2n+1) 7

(2n+1)g
[sin ”j
q

Obs. Putem demonstra ca sirurile (x,) , si (Vn),, sunt periodice :

Yong+1 =

Y(2n1)q = =00, deci (y, )nZl este divergent.

Yni2q = Yn, VN eN"si Xny2q = Xp, VN eN".

2p

2p

a).
Pentru ca x,,1 < X,,VneNsif este crescitoare, avem ca

f(%ns1) < f(x,),deci (f(x,)) _, este descrescitor.

Din f (x,)>0=> sirul este minorat si conform teoremei lui Weierstrass este

convergent.

2p

1p




Fie lim f(x,)=I. Avemca 1>0. Sa demonstrdm ca I=0.
nN—o0

Presupunem prin reducere la absurd ca |>0.
Pentru ci (X, ) ., este descresctor si nemarginit rezultd ca (x, ) ., este
nemarginit inferior, adica

Ve >0,3n, eN,astfel incat x, <-—¢.

Pentru Vn>n, = X, < X, <-g, deci lim x, =—0.
¢ N—o0

Din f crescatoare, rezultd ca exista lim f (x) si din caracterizarea cu siruri
X—>—00

a limitei, rezulta ca pentru x, —>—oo, lim f(x)= lim f(x,)=1>0.
X—>—00 nN—o0

Din caracterizarea limitei, obtinem:
Ve >0,30, >0,astfel incat din x < -0, =

[t (x)-l|<ee f(x)e(l-cl+e).

|
Daca alegem 825 = 30; > 0 astfel incat pentru X < -6, =

f(x)e(%,%l);

. I
Daca alegemy > x,x< -8 =f(y)> f(x)> E,adlcé f(x)= Z,VX e R, fals,
pentru ca f este surjectiva. Asadar , 1=0
Metoda 2. Din f crescdtoare Si surjectiva, rezultd ca Im f =(0,0) si f
continua. (justificare)

Deoarece f este crescatoare, rezulta ca lim f(x)=0, lim f(x)=oo;
X—>—00 X—0

Deoarece x,, — —oo, folosind definitia limitei cu siruri, obinem lim f (x,)=0.
N—0o0

1p

1p

1p

1p




