OLIMPIADA DE MATEMATICA
FAZA LOCALA, JUDETUL ALBA

13.02.2014
CLASA a Xl-a
Problema 1.
C : _ (5 4
Consideram matricea A = (_2 _1) ,A € M,(R).

a) Aritati ci A2 — 44 + 31, = 0,.
b) Aratati ca existd doud siruri de numere reale (x;)ns1 $1 (Vn)n=1 astfel incat sa
avem A" = x, - A+ y, - I, (¥)n = 1 si apoi calculati limita

n
2x, \°

im (5725)
oo \37 + 1

Problema 2.

Se da matricea A € M,(R), A = (Ccl 2

a) Aritati ci A2 — tr(A) - A + det(A4) - I, = 0,.

b) Daci existd n € N* astfel incat A™ = 0,, aritati ci A% = 0,.

¢) Daca existda n € N* astfel incat A™ = 0,, aratati ca det(l, + AXA) = 1, pentru
orice matrice X € M, (R).

). Notam tr(4A) = a + d.

Problema 3.

x; € (0,1)
Xpe1 = Xn — Xp, (VI 21
a) Aratati ca sirul (x,),>; €ste convergent si calculati limita sa.

1
v . 19 . 3 —
b) Ardtai i lim Vn-x, = 5

c) Calculati lim (1 + x3)™.
n—->oo

Consideram sirul (x,)ys1, definit prin {

Problema 4.
Fie (x;,)5»1 un sir de numere reale cu proprietatea ca

\/n-xn+n+1—\/n-xn+1S?S\/n-xn-l—n—\/n-xn,(v)nz1.

Calculati limita sirului (x;,) ;1.

NOTA : Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru 3 ore.
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Problema 1.

5 4

-2 -1
a) Aratati cd A% — 4A + 31, = 0,.
b) Aratati ca exista doud siruri de numere reale (x,)ps1 $i (Vn)n=1 astfel incat sd avem

A" = x, - A+ y, - I, (V)n = 1siapoi calculati limita

Consideram matricea A = ( ),A € M, (R).

(2 )
R (3n n 1)
Solutie si barem:
2 _ (17 16
a) A° = (—8 _7) ............................................................................................................... 1p
FINALIZAIE ...ttt e st e e te e e s te e te et e e ste e teeneesraenreeeeas 1p
b)x1=1,y1=0; x2=4‘,y2=_3 ..................................................................................... 1p
A =AM A= (x, A+ y, L) A=x, A% +y, A= (4x, +y,) A—3x, " I,
de unde obtinem x,,41 = 4%, + Y S Va1 = —3%, (V)N =1 (i 1p
Xnp1 = My + 32,1 = 0,(V) 22 =y =51y =, (VN2 L 2p

n 3 3
I =i ( _1) = i (1 2 ) — e 2 1
=lim \=2—=5) =lim G D) T € e 1P

Problema 2.

Se da matricea A € M,(R),A = (CCL Z) Notam tr(4) = a + d.

a) Aratati cd A2 — tr(A) - A+ det(A) - I, = 0,.

b) Daci existd n € N* astfel incat A™ = 0,, aritati ca A% = 0,.

¢) Daca exista n € N* astfel incat A™ = 0,, aratati ca det(I, + AXA) = 1, pentru orice
matrice X € M, (R).

Solutie si barem:

2 _(a?+bc ab+bd
a)A _<ac+cd bc+d2) .............................................................................................. 1p
FINALIZAIE ... bbb 1p
b) det(A) = 0 = A% = tA, UNAE £ = E7(A) woveeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e, 1p
AT = E LA ()T 2 1 oo e e st s e s s e s e ene 1p
t =0sauA = 0y, de unde rezultd A% = 0y wcoevevevereieeeeeeeee e, 1p
c) det(l, + AXA) = det(l, + XA?) = det(l) = 1, (V)X € MH(R) woevevevevieeeerieeeeenns 2p

Problema 3.

x; € (0,1)
Xpi1 = X — Xy, (V) 217
a) Aratati ca sirul (x,),=1 este convergent si calculati limita sa.

Consideram sirul (x,,).21, definit prin {



1
b) Aritati cd lim ¥n-x, =
n—->oo

V3
c) Calculati lim (1 + x3)™.
n—-oo
Solutie si barem:
a)x, € (0,1) si x,, strict descrescator, deci x,, este convergent ............. v e ee ve. 2P
Din relatia de recurentd, obtinem ca x,, are limita egald cu 0 .........cccoccvvriieniiieniieeninnn, 1p
b) 1 = li n+l-n _Xpt Xpq i Xy " X 2
=limn-x, = =lim ———=lim ——————— .........
noo 0 1 x3 = 1/x3 mowxd—x3. noexd —x3(1-x3)3 P
3 313 313
. xn(l - xn) . (1 - xn) 1 . 3 1
l=lm——mmm==lm—————=== limVn'x, === ..cc.c...... 1
o A=) AT amrag 3 Am V=g P
3
0) lim (1 +23)" = lim [(1 +x) V] ™ = €13 = Y& oo A
n—oo n—oo
Problema 4.

Fie (x,),>1 un sir de numere reale cu proprietatea ca

Jnoxg+n+1—n-x, +1 S?S\/n-xn+n—\/n-xn,(v)n2 1.
Calculati limita sirului (x,,)ps1-

Solutie si barem:

1 11
J1+xn+;—\/xn+;SES,/1+xn—1/xn,(v)n21 ................................................. 1p

, 11 1 9 1

T+x, +-<-+ xn+;=1—6an+;,(V)n21 ................................................... 2p
1 9

STV Sy1+x, :anE,(V)n21 ....................................................................... 2p

9 1 . .9
0< LT deci sirul x,, este convergent catre TG 2p




