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Problema 1. Sa se demonstreze ca pentru orice numere reale a si b avem
inegalitatea
a*+b*—ab—a—b+1>0.

Sa se gaseasca a si b astfel incat in relatia de mai sus sa avem egalitate.
kokk

Problema 2. In paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D’ notam cu M,
N, respectiv P proiectiile punctului C pe dreptele AB’, AD’, respectiv B'D’.
Demonstrati ca dreptele AP, B'N si D’M sunt concurente.

GM 3/2012
Problema 3. Sa se afle numarul natural n ce verifica relatia
2n?
=3/
n+1 ’
unde, pentru orice x € R, [z] reprezinti partea intrega a lui z.
*kk

Problema 4. Consideram tetraedrul ABCD cu BC 1 CDsi ||BC|| = ||CDJ.-
Fie M mijlocul segmentului [BD]. S& se arate ci daca AM 1 BC, atunci
IAB| = |AC]|. '

*kk

Nota:

1. Timp de lucru: 3 ore

2. Toate subiectele sunt obligatorii

3. Fiecare problema se va nota cu puncte de la 1 la 7 (un punct din oficiu)
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Solutii

Problema 1. Avem

e+ —agb—a—-b+1
= 2024+ 2b%* —2ab—2a — 2+ 2
= (a-b’+(e—1°+0®-1)7

IV IV IV
S O

agadar inegalitatea se verifica.

Pentru a avea egalitate in relatia de mai sus va trebui sd avem a — b =
g—1=b—1=0,decia=0b=1.
Problema 2. Cum CB L (ABB'), CM 1 AB s AB' C (ABB), din
reciproca teoremei celor trei perpendiculare se obtine BA/ | AB’. Analog
obtinem DN 1 AD' C'P L B'DY. Dreptele AP, B'N si D’M sunt incluse
in planul (AB'D’). Cum AABB’ este dreptunghic si BM 1| AB’, se obtine
AB'MB ~ ABMA. De aici avem

iMB'l  ||MB] ||BB
dMBl  |MA]  JABY”

. . IMBY BB'{? PO _ DO . BNA) _ 4ADY  + i
si deci ;giMAé? - %!-4332 - Eomalog iimé; - 5213'0';;2 E égi‘fD’Ei - 3&99’??' i el
|MBY |PDY| INAY _ BB DO J|ADY
IMB " |PBY IND| ~ ABP |BCF DD

. — 1

deoarece |AB|| = |D'C'}l, | BB'l| = |DD’|| si | AD|| = | B’C’}]. Din reciproca
teoremei Ini Ceva rezultd ca dreptele AP, B'N si I N sunt concurente.

Problema 3. Avem

;,277;—1 >n+1
— 202 >n?+on+1
= n?-2n+1 >2
= ®m-1)7 >2



I3 b
g 27

Este evident cd pentru n > 3 ultima inegalitate se verifica, deci ;f:ixj

=
n+1 > n si egalitatea din problema nu mai poate avea loc. Pentru n = 2
obtinem [—2—] = 2, pentru n = 1 obtinem [1] = 1 iar pentru n = 0 ob{inem
[0] = 0, deci solutiile problemei sunt n =0, 1 i 2.

Problema 4. Fie N mijlocul lui [BC]. Cum M N este linie mijlocie in ABCD,
deci MN || CD §i CD 1 BC, vom avea MN 1L BC. Deoarece si AM 1 BC,
vom avea BC 1L (AMN), prin urmare AN 1 BC. In consecinti, in AABC
segmentul [AN] este si indltime si mediana, asadar AABC este isoscel, deci
|AB|| = J|ACY.
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Barem de corectare

Problema 1.

Oficiu ip.
@+ —ab—a—b+1>0% 2a®+ 2% — 2ab— 2a—2bg—22(3 3p.
2a% 4+ 20> — 2eb— 22— 2b+2 > 0 < (a — b)* +@—1’+(m-1)2>0 2p.
@+ —ab—a—b+1=0rezultia=5b=1 1p.
Total 7p.
Problema 2.
Oficiu 1p.
BM 1 AB', DN L AD',C'"P L B'D 1p.
lg&{{i’éi = iggB {:?; gi relatiile analoage 2p.
Dreptele AP, B'N si D'N sunt concurente 1p.
Total iD.
Problema 3.
Oﬁcm 1p.
;212ﬂ+1<=>(n——1) > 2 2p.
Pentru n > 3 gvem { +1] >n+l1>n 2p.
Solutiile problemei sunt n =10, 1 gi 2 2p.
Total : 7p.
Problema 4.
Oficin ip.
N mijlocul lui [BC}|, MN 1 BC 1p.
BC 1 (AMN) 2p.
AN L BC 1p.
[AN] este si in#ltime si mediand in AABC 1p
AABC este isoscel = ||AB|| = ||AC]| 1p.
Total D.
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