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SOLUTII

l. CalcLrlali irrtegrala riedefinita /;#k,

Rezolvare

Fie 1 : [ .. '" lt '  
,z gi 1( : f , "1n' ,],

u s11]  7 '  - f  COS J r  s l l i  J  *  COS rr

Adun6nd qi apoi sc[zArrd cele doud se obline I + K

r  , ,  r  cns I  -  s in r t  r (s i r r  r  *  
"o") '  .I - l ( :  l - : - - . - : r ' :  l # h :. /  s r t r . u * c o s r  J  s i n r * c o s r

Dec i  1  :  ! ( r *  h r l s i nc  +  cos r l )  +  c .
2 \  |  t l

f  c o s z - 1 - s i n r ,  f:  
I  .  . < I -  l L I : I + L .U  S I I I Z + C O S Z  J

' l  l ^
l 1 l l s l n r  + c o s r l  + u .

Determinafi firnctria derivabild. ,/ : IR -- IR daca

r,f ' lr) -12.f (D * rF o): o Vr € IR ,
undeF : IR. * lR. este o primit ivi a f irncl iei / .

Rezolvare

( , r ( , ) ) " : ( r ' ( , , )  * " f  ( , ) ) '  : . f  ( , ) *  f  ( , )+ r f , ( r ) :z t ( , )+ r f , ( r ) .

Deci (zF ("))" * rF \r) 
:  o

F i e  g : l R - - - '  R  ,  g ( r ) :  r F ( r )

u " ( r ' ) +  a ( r ' )  : 0  = +  2 , , " ( r ) s ' ( r ' ) + z g ( r ) t ' ( r ) : 0  =  
[ ( e ' ( r ) ) ' *

unde c € lR este constanta. Deci rezulta *(.r) ,l-;,f] urtf.rin.at

Dacd c= 0 , atunc .*(r,) : arcsin ry deci este derivabild. Pe de altd parte

n,@))

g ( , ) :

: o =+ (n'(,,))' + o' (,') : ,' '

" . i " (*( ' ) )  e i

. , , r .  ( . r  (" , ))  ,g ' ( r ) :



q ' ( r )  : . . , r s

r * 0  l \ : r ) :

Din egal i ta

( . ' (

. f :
I

rtea

( ' ,  ))

c sin a

f t

t )

+

" ' (

g
:L

ia l i

(-ll

( ,

decin , ( r )  : : x * o , ,  a € l R . A s t f e l  r F ( r ) : c s i n ( " + r )  , d e c i  p e n t r L r

r r : cos ( : r  +  a ) -  cs in ( r  +  a )

i[ '

0 t i  /  este continud, iar pentru c * 0 l f ,*f (") :  *co , deci

cu  l im i ta  ' : c , , , i a r

)l' _
) -

i n  i t (o) :
C : 0

Dec i  l ' ( r )  :  0 ,V r  e  R

3. a) Ardtaf i  c5 nrul l imea de func{i i

" : { . f  
: l R  - , * l f  ( "  + u ) :  f ( r ) *  f  ( a ) , v r , u e  r e }  c u c o m p u n e r e a f u n c l i i l o r f o r m e a z d u n

monoid.
b)  Deterrn ina{ i  e lemente le cont inue a le mul t imi i  F.

Rezolvare
a) Corlpunerea func!i i lor este asociativ6. Funcfia identica verif ic[ egali tatea
, f  ( ,  +a) : . f ( r ) * f  (a) ,vr ,s /  €  IR,  dec i  apar ! ine mul l imi i  F.  Trebuie sd demonstrdm stabi l i ta tea,

D a c i t . f , s € F , a t u n c i  . f  ( r + y ) :  f ( r ) * f  ( u ) , v r , s € r R  t i  s ( r + y ) : s ( r ) * n ( u ) , v r . y € r R .

( r  "  o ) ( , t ,+u) :  r (n ( " * r ) )  :  r (n ( , ) *n ( r ) )  :  t ( t ( , ) )+  r (o ( r ) )  :  ( t  "  n ) ( " ) * ( r  "  n ) ( r )
D e c i  . / o g e F
b) Fie .f  e F continud.

Pent ru  r :  u :0  avem f (o ) :  f (o )  +  / (o )  *  f (o ) :  o

Pentru a: - r  avem f (o)  :  f  ( r ) *  t ( - r ) ,v ,  e  R + / ( - r )  :  - f  ( r ) ,v ,  e  rR.  Deci  func{ ia
este irnparS.

Se demorrstreazd"prin indLrcl ie ca f (nr): 
"f  

("),Yr € IR.,Vn € N.

D e c i  l ( ' , )  : n f ( r )  r i  f ( - " ) : - f ( " )  :  * " t ( r ) ,  v n € N .

n i e  l ( r )  : 0 , e  R = + / ( ' r )  :  a r , Y : r e  Z

(  1 )  , l i l  " l r l  oo :  J l , ' . - l :  n J '  l : l =  f  l : - l :  - . V r i ,  e  N -
\  n )  l n j  \ n )  n

" ( ^ \  ? n:  - J l - l :  - - a
\ n )  

' n

Deci  . /  ( r l  :  q , r ' ,Vr  €  Q

Dacd rz;,,  € R \ (Q , atunci existd un gir convergent de numere rationale (z

f.unclia tlind contin ua, rezultd, 
"u l,ll f (",) : f (r,) , R" d. altd parte

]1T '/ (",, ) 
: ,}':: (o',,) : az,, , deci f (',,) : ar,'

Pentru #. *; * ,l#)- -,r[;J : rla + ,( +)



Deci  , /  \n)  
:  a ,n,Vr  € IR. ,  ad icd func{ i i le  cont inue d in mul{ imea F sunt

{ t ,n  
- - '  R l / ( " )  :  a , l r , v r€  IR,a .  * }

4. a) Arata{i cd r lul l imea G :(zot:,+o") cu opera}ia r a,y * ry - 20r3r -20r3y+ 2013 .2014,

Yr,y € G , este grr,rp izomorf cu grupul (O., )

b ) D a c a  i 1  e s t e u n s u b g r u p a l  g r u p u l u i  G  g i  c n N c  H  , a r d t a [ i c d G o e c t l .

Rezolvare
a )  zo  y :  r y  -20 t3 r  -2013y  +2013  .2014 :  ( r  - zo re ) ( v  -  zo ra )+2013

Func f i a  .S : ( zOtz , - )  -  (U , - )  ,  J ( r ) : :D -2013  es teb i j ec t i va t i  / ( ,  oa ) :  f  ( r ) t ( r )

Deci este utt izomorfism intre structLrra (C,.) Si grupul (re., ),  Oeci (C,") este grup izornorf gr-r
.  i ^ .  \g r u p u r  t r K , ,  l .

b)  Daca l l  este un subgrup al  grupului  G, atunci  / (a)  . r t .  sLrbgrup at  lu i  (m., . ) .  o in

c n N  c H  r e z u l t l . f  ( c n * )  . f  ( u )  t ( C n X )  :  N *  , d e c i  V n  €  N -  e s t e i n s u b g r u p u l  t ( U ) ,

rezutrd. ,  
;  

€ f  \H),  Vn € N..

D i r r  m  ,  t ( H ) , Y m , e N -  $ i  
; . / ( H )  

, y n r - N * , r e z u l t a  c a T e  , t ( u ) , y r t r , n € N - , a d i c d

a .  a  f ( * ) , d e c i  p r e i m a g i n e a l u i  Q *  e s t e i n  H  , a d i c d  c n e c l ?


