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SOLUTII

@ & o i COs ¥
1. Calculati integrala nedefinitd f._“_“‘l”"
SIN & + cosx

Rezolvare

e J COS T . Sin @
Fie I = ],—«—{m: si I :f_—_—(m.
Y SINT + Ccosx SIN & + cos T

Adunand si apoi scdzand cele doua se obtine [ + K = fmh: = fda; =x+C si

SInN & + cos

/
. " CcOsT —sin g (sm T + cos 7}')

I —& = ] —— = f—A——d.’L‘ =1In
sina + cosw sin @ + cos

sin & 4+ cos :1:’ +C.

Deci [ = l(:z: + ln‘sin T 4 cos :z:’) +C.
2

2. Determinati functia derivabila f:R — R daca
af @ +2f @) +zF @) =0 YzeR,
unde /' : R — IR este o primitiva a functiei f .

/ /

() = (o) 01 (o)) = 1) (o) 07 )= 21 (0] 07).
Deci (.7;F<:z:>>u + .7:F<.'17) =0
Fie g: R —=R, g(m) = flfF(ﬂ))

/

(o) o) = 0= 20" (e)a' o) 20(0) ' (2) =0 = [l () + 07 (5)] =0 () 4 7o) =

unde ¢ € R este constantd. Deci rezulta ()z(.’l;) o

LY

astfel incat g(:l,') == csin(a (:1:)) Si

ofr)

¢

g’(:z:) = ('(t().x'(m/(:r:))} Daca ¢ = 0 . atunc (}’(:1:) = arcsin , deci este derivabila. Pe de alta parte



,(/(:1:) = (,'(‘(')H((Y(.’IT))(Y/<.’IJ>, deci w(:z;) =ux4a,a€R . Astfel ."IIF(.’IJ) = [ sin(:l: + a) , deci pentru

-0 )|

Din egalitatea initiala j‘((]) =0 si [ estecontinua, iar pentru ¢ = (0 lim f(:z:) = +o0 , deci
()
c=0
Deci ,/'(.7:) =0VreR

/

(,’Sill<,’1,' + (L)

€T

:1:(:(:()5(:1: + u,> —-c sin(.’z; + (L)

o g
T

3. a) Aratati ca multimea de functii

F= {/’ R — R V(:z: e g/> = f(.'z;) -+ f(y).,\fw,;l/ € R} cu compunerea functiilor formeaza un

monoid.
b) Determinati elementele continue ale multimii F'.

Rezolvare
a) Compunerea functiilor este asociativa. Functia identica verifici egalitatea
f(:z: -+ ;z/) = f<:1;\) + f(y),\f:z:, y € R, deci apartine multimii /' . Trebuie si demonstram stabilitatea.
Daca [.¢ € I, atunci f(:c + ;(/) = f(:z;) -+ f(l/> Yo,y € R sl (1 - U) = (}( )+ (](y) Yo,y € R.
(f o .(/)(:r + 7/) = f(.a(m + :I/)) = .f(.(/(flf) + .0(:1/)) ( ) ( ) I f o (/)( )
Deci foge F
b) Fie [ € I continua.
Pentru x =y =0 avem f( >: f( >+f<0>:> f( )
Pentru y = —x avem f( ) ( ) ( m),Vrz: ER=f (—:1;) = —f(:z),VrL' € R. Deci functia
este impara.
Se demonstreaza prin inductie ca f(nz) = n/( ) Vee R, VneN.

Deci f (r/,) = yf () S /( ) =—f <n,) = —71¢/< ), VneN.
Fie /(1) =aeR = f(:l:) =ax,Vo €Z

a= ,/I[“ | l] B ”f{lJ N f[l] =2 VneN
T n n n

ﬁ,z,:;\f{_m]: _,f[_ﬂzJ:_ﬁa

mn

Pentru I—E Q = f{m] = mf[

T n

Deci f (1) =qx,Vr € Q
Daca v, € IR\ (Q . atunci exista un gir convergent de numere rationale (:1:”> cu limita . iar
n>1
functia fiind continua, rezulta c lim f(:z;”) = f(."{:”) , pe de alta parte
T

1111 /( ) = 1111 ((/:17”> = az, , deci f(:v”) = ax,.



Deci ,/"(:r) = ax,Va € R, adica functiile continue din multimea I sunt

{f 'R = R|f(2) = az, Yz € Roa € R}.

4. a) Ardtati ca multimea G = (2013, -I-%) cu operatia z oy = zy — 2013z — 2013y + 2013 -2014 ,

Ya,y € G . este grup izomorf cu grupul (H&)

b) Daca H este un subgrup al grupului G si GNNC H ,aratatica GNQC H.
Rezolvare
a) oy = ay — 2013 — 2013y + 20132014 = (2 — 2013)(y — 2013) + 2013
Functia f: (2013,%) — (().,%), f(.’l;) =2 — 2013 este bijectiva si f(z o y) = f(:L')f(;g)
Deci este un izomorfism intre structura (G,o) si grupul (Rﬁ) deci (G,o) este grup izomorf gu
grupul (R )
b) Daca H este un subgrup al grupului G , atunci ,/'(H) este subgrup al lui (Rk ) Din

+1

GNNC H rezulta ,/’(G N N) C f(H) . f(G N N) =N, deci ¥n € N este in subgrupul j’(H)*

rezultd ca l S ,/'<H> ,VneN .

n

Din m € f(H).¥m e N’ si Le f(H)  Vn e N, rezultaca 2L e f(H) . ¥m,n €N, adica
: i)

it n

Q c ,/‘(N) , deci preimaginea lui (@7 estein H ,adica GNQ C H



