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Subiectul 1.
1 0 0
Fie multimea M = {M(a) = < 0 a 0) / a € (0; +oo)}_
Ina 0 1

a) Demonstrati ca produsul oricaror doua matrice din multimea M este o matrice din multimea M .
b) Determinati perechile de numere naturale nenule (m,n), cu m > n, astfel incdt pentru matricele
M(m) si M(n) din multimea M, sa aiba loc relatia:
det(M(m) - M(n)) — det(M(m)) — det(M(n)) = 2024.
C) Determinati matricele M(a) € M, cu a € N*, pentru care exista n € N* astfel incit M™(a) =

M (4096).
SOLUTIE:
1 0 0 1 00 1 0 0
a)FieM(x),M(y)EM=>M(x)-M(y)=( 0 «x 0)( 0 vy 0):( 0 Xy 0)= ........... 1p
Inx 0 1 ny 0 1 Inx+iny 0 1

1 0 0
= 0 . 0] = . . — .
<ln(x y) xoy 1) M(X y) = M(x) M(Y) M(X Y) = M(X y) EM = M(x) . M(y) €EM.. .. 1p

x,y € (0; +0) = x -y € (0; +)

1 0 0

b) det(M(x)) =0 x 0fl=x

Inx 0 1
M(m)-M(n) =M(m-n) = det(M(m) . M(n)) — det(M(m)) — det(M(n)) =202dem-n—m—n=
2024 R R R e R R R R R R R R Rt n e s 1p
mn—-m-n+1=2025 (m-1)(n—1) =2025sim>n=
(m,n) € {(2026,2),(676,4), (406,6),(226,10), (136,16), (82,26), (76,28), }...ervereererrririririririeieieneninieiereieneneaes 1p
C) Se demonstreaza prin inductic M™(a) = M(a™), (V)M (Q) € M uccooeiereieiieieieeee et 1p
= M(a™) = M(4096) = a™ = 4096.
4096 = 212 = 4096 se poate scrie ca putere de numar natural nenul doar ca 4096',642,163,8%,4°,212 ... 1p

Astfel, M1 (4096) = M?(64) = M3(16) = M*(8) = M®(4) = M*?(2) = M(4096) = matricele sunt:
M(2), M(4), M(8), M(16), M(64), M(A096).......ocoeerrreeeierersreeeseresessiesesesesesis s sssas st esass st senssassesenenasaese s 1p



Subiectul 2.

1 —x O
Se considera multimea de matrice M =< A(x) = 0 1x2 0 /X ER
x —— 1
2

a) Demonstrati ca orice matrice din multimea M este inversabila si ca inversa apartine multimii M;
b) Demonstrati ca solutia ecuatiei A(a) - X = A(b),unde XeM5(R) si A(a),A(b) € M, este element al
multimii M;

¢) Calculati [A(2)]?°%.

SOLUTIE:
a) aratd ca detA(x) =1 # 0, (V)X € R = A(X) iNVETSADILA .....ccccovevieiiiiiieiceseee e 1p
1 x 0
calculeaza A1(x) = 0 1 ) O T =i 7 A 1p
-Xx - x? 1
b) A(a)inversabila, A~1(a) = A(—a), X = A(—=A) " A(D) wccocoeeeeeeeeeee e 1p
X S A(m@F D) E M oot e et be e aae e are et anes 1p
c)deduce A™(x) = A(NX), (V)X E R SL (V)M Z 1 oottt 1p
demonstraza prin inductie ca A™(x) = A(nx),(V)x ERSI (VIN = L. 1p
calculeazd A?%%%(2) = A(A048) ..ottt 1p

Subiectul 3.

x>+5x+3 x<-1
ax’+ax—1, x> -1
a) Demonstrati cd functia f este continud, oricare ar fi a € R”.

Se considera functia f: R - R, f(x) = { ,unde a € R".

b) Determinati numarul real nenul a , astfel incdt functia f sa fie derivabila in x, = —1.

.. . . C e . . 1
C) Demonstrati cd functia f are o singura raddcina in intervalul I = [0; 2], oricare ar fi a > .

SOLUTIE:

a) i) f continua pe intervalul (—oo; —1) deoarece este functie de gradul doi, elementara;

ii) f continua pe intervalul (—1; +) deoarece este functie de gradul doi, elementara;....................... 1p
i) inx, = —1
I, = xl_i)rzllf(x) = xli)ryl(xz +5x+3)=—-1)
x<-1 x<-1
ly = xl_i)rzllf(x) = xlirgl(axz +ax—1)=—1;= f continuain x, = —1
x>-1 x>—1
f-1)=-1
Din i), i1) i 11)=T continua Pe R......cooiiiiiieiieie e et nre e enes 1p

b) £ derivabiliin x, = —1 & f's(-=1) = f'4(~1)

—f(— 2 _(— 2
x->-1 x—-(-1) x—>—1 x+1 x->—-1 x+1 x—>—1 x+1 x—>—1
x<-1 x<-1 x<-—-1 x<-1 x<-—-1



= lim = lim ax = —a......1p
--1 x—-(-1) x——1 x+1 x->—1 x+1 x->—-1 x+1 x—>—1

x>-1 x>-1 x>-1 x>-1 x>-1

—f(— 2 a_(_ 2
fa(-1D) = lim [OTED  jyp SHEACD g @rar gy @O0

F's(=1) = f1a(1) 2 3 = —@ 2 @ = =3 1p

0) fli-14+w) = ax*+ax—1

e : . y : g
Xy =5 = Z—Z = —% sia > 0 = f strict crescatoare pe [—%; +00) = f strict crescatoare pe [0;2] = f
injectivd= ecuatia f (x) = 0 are cel mult o solutie in intervalul [0; 2].......cccoriiiiiniiiiieeeee 1p

Functia f continua pe intervalul [0; 2] = f are proprietatea lui Darboux pe [0; 2]

Cum f(0)-f(2)=—-1(6a—1)=1-6a<0,(V)a > % = (I)xy € (0;2) astfel incat f(xy) =0=
X, solutie unica a ecuatiei f(x) = 0 pe intervalul [0;2] = x, este singura radacina a functiei f pe
1L LAV V] I L0107 PO USROS 1p
Alta solutie:

Ne intereseazi doar restrictia functiei la intervalul I = [0;2]: f:[0,2] » R, f(x) = ax? + ax — 1.
Cum f continudasi f(0) = =1, f(2) =6a =1 >0 oot Ip
jar f'(x) =a@x+1) >0,va > %, Vx € [0,2], deci functia este strict crescatoare pe [0,2],

rezulta ca avem o singura solutie in intervalul I = [0; 2]

Subiectul 4.

Transpusd intr-un sistem de axe ortogonale, o sosea e situati pe o curbd de ecuatie y = Vx + 1
si uneste orasele A, B, C si D care au abscisele 0, 3, a si b, cu 0 < a < b . Prin orasul C este construitda
o autostradd care este tangenta la sosea §i este paralela cu dreapta determinata de orasele A si B.

a) Aflati coordonatele orasului C;

b) Determinati abscisa orasului D, stiind ca aria suprafetei de teren cuprinsa intre orasele A, B si D este
de 3 (u.m)?.

SOLUTIE:
a) AflaA(0,1),B(3,2);mup = % § TN = MAR coeeeeeeeeveseoosooeeesssssesse s eeeesssssssssssss e 1p
Defineste f:[0,b] = R, f(x) = Vx + 1 functie derivabila
<« o _ 1 y _1
Calculeaza f'(x) = el f'(a) = S e 1p
o (53
Determina C (Z‘E) ............................................................................................................................ 1p
D) OBLINE [A] = 6, A= 6 cvvoooeeeeeeeeeeeseeeeeeeeeeeeeseee e eseeseeee s se e es e sr e e 1p
Calculeazad A= 3VD 4 1 — D — 3 .o 1p
Cazul ] : A= 6 = NU eXISTA SOLULTL ....ooveieeiieie e 1p

cazul I1I: A= —6 — obtine b, = 0,b, = 6; solutie b = 15



